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Vorwort. 

Der Zweck dieser Arbeit ist, den analytischen Character ver- 
schiedener Differentialgleichungen zn Radieren, and einige Sätze 
darüber abzuleiten, welche teilweise schon durch andere Methoden 
bewiesen worden, teilweise aber sonst nicht in der Litteratur zu 
finden sind. 

Es ist vielleicht gut, hier darauf aufmerksam zu machen, wie 
nötig und wichtig solche Sätze vom Standpunkt der Analysis aus 
erscheinen. Man hat die Kowalewski' sehen Sätze, durch die ge- 
wissermassen ein Ueberblick über die Mannigfaltigkeit der ana- 
lytischen Lösungen einer gegebenen Gleichung oder eines Glei- 
chungssystems möglich ist. Es entsteht aber die Frage, ob nicht 
andere Lösungen nicht - analytischen Characters unter Voraus- 
setzung analytischer Anfangsbedingungen existieren , welche sonst 
ausser Betracht gelassen worden sind. Mir ist es nur gelungen, 
diese Frage teilweise zu beantworten, und es bleiben noch grosse 
Klassen von Differentialgleichungen, besonders von Gleichungs- 
systemen, für welche die Frage noch nicht erledigt ist. 

Ausser diesen Aufgaben sind mir im Laufe der Arbeit noch 
andere Fragen aufgetreten, welche ich auch in dieser Dissertation 
behandeln will. Es sind nämlich die Fragen, ob nicht gewisse 
partielle Differentialgleichungen lauter analytische Lösungen be- 
sitzen. Für gewisse Differentialgleichungen ist die ^Richtigkeit 
dieser Behauptung schon bekannt; hier werde ich versuchen, die 
schon bekannten Theoreme auf andere Weise zu bestätigen, und 
die Richtigkeit bezw. Ungültigkeit der Behauptung für andere 
Gleichungen festzustellen. 

Zum Schluss werde ich ein Problem nur sehr kurz zur Sprache 
bringen, das im Anfange der Arbeit mir die Hauptsache gewesen 
ist, welches aber von den anderen mir wichtiger erscheinenden 
Fragen, welche sich mir gestellt haben, so verdrängt worden ist; 

1* 
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dass ich ihm nur ein karzes Kapitel widmen kann. Es ist das 
Fandamentalproblem der automorphen Functionen, welches be- 
kanntlich in einem engen Zusammenhang mit der Liouville'schen 
Gleichung steht. Diese eben genannte Lionville'sche Gleichung 
wenigstens wird uns verschiedentlich interessieren ; durch sie bin 
ich eigentlich auf die anderen Fragen geführt worden , mit denen 
ich es hier hauptsächlich zu thun haben werde. 

Ich möchte schliesslich meinen besonderen Dank Herrn Pro- 
fessor Hilbert aussprechen für seine anregende Hülfe und seine 
sorgsame Anleitung, und übrigens gestehen, dass meine Disser- 
tation ihm manche wichtigen Schlüsse zu verdanken hat. 



Einleitung'. 

Die Eowalewski^schen Sätze. 

In dem ersten Teil dieser Arbeit werde ich an die bekannte 
Kowalewski'sche Abhandlung^) anknüpfen, welche den Beweis leistet, 
dass gewisse Differentialgleichungen eine und nur eine analy- 
tische Lösung haben, wenn geeignete analytische Anfangsbedin- 
gungen vorgeschrieben sind. Da es nun nachher darauf ankommen 
wird, möchte ich hier betonen, dass in den Kowalewski'schen 
Sätzen nur von den analytischen Lösungen gesprochen wird, und 
dass dabei ausdrücklich nichts von den vorläufig möglichen nicht- 
analytischen Lösungen mit denselben analytischen Anfangsbedin- 
gungen gesagt wird. Es wird nur behauptet, dass keine zwei von 
einander verschiedene analytische Lösungen mit denselben ana- 
lytischen Anfangsbedingungen existieren, sodass noch die Frage 
unbeantwortet bleibt, ob nicht neben der einzigen analytischen 
Lösung noch eine nicht-analytische Lösung (oder mehrere) existiert, 
welche denselben Anfangsbedingungen genügt^). 

Ich werde nun die Kowalewski'schen Sätze ") ohne Beweis an- 
geben in der Form, in der ich sie brauchen werde. 

1) Für den Fall eines Systems von gewöhnlichen linearen Dif- 
ferentialgleichungen lautet der Satz f olgendermassen : 



1) Sophie Eowalewski, Jonrnal Grelle, Bd. 80. 

2) Siehe z.B. Picard, Traitd d'ÄDalyse, t. II. p. 818 et seq. Painlevä, 
Encycl. der math. Wiss., II, A. 4. a., § 13. 

3) Oeuvres complätes de Ganchy 1'« särie, t. VIL Gonrsat, £q. anz 
d^r. part 2. o. t. I und t. II. Briot et Bouqaet, Trait^ des fonctions ellip- 
tiqnes, p. 826. Picard, Trait^ d'ÄDalyse, t II. p. 806. Fricke, Functionen- 
theoretiflche Yorlesnugeo, p. 485. 
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Es sei gegeben ein System von gewöhnlichen linearen Diffe- 
rentialgleichungen in der folgenden aufgelösten Normalform: 

dz, _ 



dx 



= ■f'lC^l) ^1> •••> ^n'} ^) 



-^ = F,{jg,, 0,, ..., 0.; x) 



u. s. w. 



dsf. 



wo £, , jsf^j . . . , iS^. die n abhängigen Yariabeln sind ; x die unab- 
hängige Variabele ist; und schliesslich alle Functionen F analy- 
tische (d. h. in Potenzreihen, welche in einem gewissen endlichen 
genau anzugebenden Gebiet convergieren, entwickelbare) Func- 
tionen ihrer sämtlichen Argumente in der Nähe der Verschwin- 
dungsstelle sämtlicher Argumente sind. Eswirdnun bewiesen, 
dass ein und nurein System vonw analytischen Func- 
tionen von X, z,{x), ^sC^)) •••» ^»(^) existiert, welche dem 
Gleichungssystem I] genügen und welche für a; = 
alle verschwinden: 

^i(a;)]x=o = 0, e^{x)]x = (i = 0, ..., Är,(ir)]x=o = 0. 

Man kann auch die Anfangsbedingungen in der folgenden all- 
gemeinen Form aussprechen : Es soUen für a; = a die n Func- 
tionen 0, {x) , 0^{x)j ... , 0^{x)j n gewisse willkürlich vorgeschrie- 
bene constante Werte a, , a, , . . . , a, annehmen : z, (x)]« = a = «j, 
^a(^)]« = a = «1, ..., 0^{x)'\x=za = «» , nur müsscu unter diesen 
Anfangsbedingungen, um die Richtigkeit des Satzes aufrecht zu 
erhalten, sämtliche Functionen JF in I] um den Punkt x = a, 
^j s= a„ ..., je?, = a^ herum analytisch sein. 

2) In Anknüpfung hieran wird der folgende Satz bewiesen^): 
Es sei eine einzige gewöhnliche Differentialgleichung n^ Ord- 
nung in der folgenden aufgelösten Normalform vorgelegt: 



-] 



dry _ 



dar 






d*~*y d!^y dy 



; y\ ^), 



wo y die abhängige Variabele, x die unabhängige Variabele ist, 
und wo, wie früher, F in den sämtlichen Argumenten analytisch 
ist. Dann existiert eine und nur eine analytische 
Function von x^ y{x)^ welche der Gleichung II] ge- 



1) Siehe z. B. Fr icke, Fonctionentheoretische Vorlesungen p. 436, Fassnote. 
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nügt und die Eigenschaft hat, dass sie and ihre er- 
sten n—1 Ableitungen nach fl?, —^^-^, — ^-V , . . ., j .- r^> 

für X = gewisse n constante willkürlich vorge- 
schriebene Werte a,, aj, a,, ..., a^^^, bezw. annehmen, 
oder z.B. verschwinden 

Dieser Satz lässt sich nämlich ohne weiteres auf den früheren 
zurückführen. 

3) Aehnlicherweise lauten nun die Sätze für partielle Diffe- 
rentialgleichungen ^). 

Es sei erstens ein System von partiellen linearen Differen- 
tialgleichungen in der folgenden aufgelösten Norm alform ge- 
geben *) : 



ml 



öy 

l öy 



= -^iC^i.» \> ••-> *..! ^'ii *i» •••» '»; y» *) 

a. s. w. 

= F,(j},j e^ e,^; «„ «„..., *.; y; ») 



wo ;er„ £f„ ...,*, I die n abhängigen Variabein, x, y die zwei nnab- 
hängigen Variabeln sind, und wo z,^ für alle » den ersten partiellen 

de 
Bifferentialqnotienten von «, nach x, also -^ bedeutet, und wie 

O X 

früher die F's alle analytische Functionen ihrer sämtlichen Argu- 
mente sind. 

Dann giebt es ein und nur ein System von n ana- 
lytischen Functionen von x und y, z^{x^ y), ..., e^{Xj y), 
• .., 0^{x^y), welche den Gleichungen III] genügen, und 
welche für y = in n gewisse analytische, abersonst 
beliebig angenommene") Functionen von ^, /i(a?), /^(a?)» 

1) Siehe z. B. Picard, Traitä d'Änalyse, t. II. p. 818 oder tod Weber 
Encycl. der math. Wiss. Bd. II, A. 6. p. 296 et seq. 

2) Diese S&tze für partielle Differentialgleichungen können Terallgemeinert 
werden , indem wir mehrere anabh&ngige Yariabelo y, x^^ x*, • • • > ^r In Betracht 
ziehen. 

3) Hier mttssen natOrlich die F's alle um den Punkt : 
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• ••» /L(^)> übergehen, oder z.B. alle verschwinden, in 
welchem Falle die fs alle gleich Nall zu setzen sind: 

^A^j y)]#=o == 0, Äf,(a?, y)]y = o = 0, . . ., ß^x, y)]y=o = 0. 

4) Schliesslich lässt sich, gerade wie für gewöhnliche Grlei- 
chongen, ein zu dem Satze 2) ähnlicher Satz hiervon für eine 
partielle DifPerentialgleichong beliebiger Ordnung ableiten. Es sei 
nämlich eine partielle Differentialgleichung n^ Ordnung in der 
folgenden aufgelösten Normalform^) gegeben 



IV. 



wo F wieder eine analytische Function ist. 

Dann giebt es eine undnur eine analytische Func- 
tion von X und y, e{x, y), welche die Gleichung IV] er- 
füllt und welche nebst ihren ersten n— 1 partiellen 
Ableitungen nach y für y = in n gewisse analytische, 
aber sonst beliebig angenommene Functionen von 
X, fi{x)j f^{x) bezw. übergehen, oder z.B. alle verschwin- 
den, in welchemFalle die/^s alle gleich Null zusetzen 
sind: 

^(^, y)].=o - 0, —^—\^^^ -- 0, . . . , ey.-i J^^^ = 0. 

Diese vier Sätze werde ich nachher der Reihe nach kurzweg 
den ersten bezw. zweiten, dritten oder vierten Kowalewski'schen*) 

y = 0, o; = a, irgend einer Gonstante. 

'i =A(a), «1 =/i(ö), •••» «• =/»(«) 
«1. = /i(a). «i. = /"iC«), •••, «». = /*:(«) 

analytisch sein; dann werden die Lösungen z^{x, y\ e^(x, y), ..., e^(x, y) , in 
einem kleinen, aber doch endlichen und, nach Angabe von ft, f^^ ... /*» anzuge- 
gebenden Bereich um den Punkt y =s , x =i a convergieren und gelten. Die 
entsprechende Bedingung, wenn die fn alle verschwinden, ist leicht zu übersehen. 
Hier w&ren die Anfangsbedingungen folgenderweise zu schreiben : z^ {x, y)] __ ^ 

— /i(«)i ^i(^»y)]y=o = A(«^)i •••1 ^n(pp,y)\^Q = /*,(«). Man kann die An- 
fangsbedingungen noch allgemeiner vorschreiben. Dies wird uns aber genügen. 

1) Wenn diese Normalform nicht ohne Weiteres zu erreichen ist, kann sie 
doch oft durch Transformationen hergestellt werden, was uns aber nicht weiter 
interessieren wird. Siehe von Weber, Encycl. der math. Wiss. , Bd. II, A. 6, 
p. 298, FuBsnote 6. 

2) In der ganzen Dissertation werde ich Probleme dieser Natur der Kürze 
halber als Eowalewski*sche bezeichnen , ohne damit zu meinen , dass die entspre- 
chenden Sfttze ihr s&mtlich zuzuschreiben sind. 



- 9 - 

Satz nennen. Wir wollen nnn zn der schon erwähnien Frage 
übergehen, ob nicht, neben der dnrch diese Sätze eindeutig be- 
stimmten analytischen Lösnng, eine andere nicht-analytische exi- 
stieren kann, welche dieselben analytischen Anfangsbedingongen 
erfüllt. 

Diese Einleitung bezieht sich ausschliesslich auf diese Eindeu- 
tigkeitsfragen. Erst dann, wenn wir zu den anderen Betrachtungen 
kommen, werde ich kurz die schon bekannten Sätze angeben. 



Kapitel L Oewöhnliche Differentialgleichimgen, 

1) Geschichtliches. 

Nun wollen wir uns erst die Eindeutigkeitsfrage für gewöhn- 
liche Differentialgleichungen stellen, welche schon nach verschie- 
denen Methoden erledigt worden ist. 

Der erste Versuch wurde von Briot und Bouquet*) gemacht, 
deren Beweis aber nicht vollständig streng*) zu sein scheint. 
Später wurden Beweise von E. Picard ') , Painlevö *) , Jordan *), 
Holmgren ^ und auch angeblich von Weierstrass ^ gegeben *). Es 
handelt sich in diesem Paragraphen nur darum, den Satz für ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen auf eine einfachere Weise abzu- 
leiten und dadurch eine Methode zu gewinnen , die uns nachher 
für andere Gleichungen nützlich sein wird. 

2) Beweis des analytischen Characters der Lö- 
sungen einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
er ster Ordnung. 

Gegeben sei also eine gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung 

1) F(x, y; yO = 0, 

1) Journal de PEcole Polytecbniqoe t. XXI nnd Traitä des fonctions ellip- 
tiqoes p. 825. 

2) Picard, Traitä d' Analyse, t. II, p. 8U. Fuchs, Sitzungsberichte der 
Berliner Academie 1886, p. 279. Fuchs hat die Richtigkeit des Satzes überhaupt 
bestritten. Painlev^, Encycl. der math. Wiss., II. A. 4. a, § 18. 

8) Traitä d'Analyse t. n, p. 815, und Cours Lithographiques, Paris 1886/87, 
p. 299. 

4) Legons sur les ^quations diffärentielles, lith., Paris 1897, p. 894. 

5) Cours d' Analyse, t. III, p. 88 et seq. 

6) Wenigstens im Princip. Diss. Upsala, 1898. 

7) Siehe Encycl. der math. Wiss., II. A. 4. a. p. 204, Fussnote 52. 

8) Für andere Gleichungen ist kein Beweis in der Litteratur gefunden. Sieh« 
auch Encycl. der math. Wiss. II. A. 6 (von Weber). 
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wo \f die Ableittmg -^ bedeutet und F in einem Grebiete des 

(a:, y, y') Raumes um den Punkt (a:,, y^, y^) analytisch ist , und wo 

iF 

-T-r nicht identisch verschwindet. Es sei nun femer der Ein- 

fachheit halber {x^^ y^j y'^) der Punkt (0, 0, 0) und -^-^ 4= in die- 
sem Punkt. Dann können wir die Gleichung 1) in y' auflosen 

2) y' = fix, y), 

WO f ia X und y um den Punkt (0, 0) analytisch ist. 

Wir wissen schon, durch den zweiten Kowalewski'schen Satz, 
dass es eine und nur eine analytische Function von x, y(x) 
giebt , welche die Gleichung 2) bezw. 1) erfüllt , und für x = 
verschwindet. Wir wollen nun zeigen, dass es keine andere, ste- 
tige einmal differentiierbare Function^) von x giebt, welche die 
Gleichung 2), bezw. 1) erfüllt und für a? = verschwindet*). 

Es sei nämlich y^{x) die analytische Kowalewskrsche Lösung, 
und y^(x) eine andere bekannte stetige einmal differentiierbare 
Function von x, welche auch die Gleichung 2) erfüllt, und auch 
für X = verschwindet. Dann ist 

3) ^ = f(x, y.) = a,ix) + a,(x)y, + a,ix)yl + .: 

wo aj (x), a, (x)j . . . analytische Functionen von x sind , denn f ist 
in X und y analytisch. Ebenso ist 

*^ "^ "" f^^' ^»^ "= <»i(^)+«.(^)y.+««(^)yJ+--- 

Subtrahieren wir nun die Gleichungen 3) und 4), so erhalten 
wir folgende Gleichung 

5) d(y.(^Ky.(^)) _ a,(x)\y,^y,] + aM[y[-!AH-' 



1) Die FoDction moss offenbar stetig sein um eine Ableitung zu besitzen, 
muss ferner eine Ableitung besitzen , um die Gleichung 2) überhaupt erfüllen zu 
können. Uebrigens aber muss eine solche zweite Lösung eben nicht-analytisch 
sein, nach dem Kowalewski'schen Satze. 

2) Der Satz in dieser Form ist ganz allgemein, da wir immer ein gegebenes 
Problem durch eine lineare Transformation in diese Form bringen können. 






— 11 - 

wo f^ eine stetige Fanction von x ist, denn die hier auftretende 
Reihe 

U{x) = a,(a;) + a,(a?)[y,+yj + .-. 

ist eine gleichmässig convergierende Reihe stetiger Functionen, 
nach den Voraussetzungen, dass f(x,y) analytisch, und yi{x) und 
y,(a?) stetig waren. Setzen wir also yi{x) — y^{x) = i^(a;), so ge- 
nügt nach der Gleichung 5) ri{x) der folgenden Gleichung: 

6) ^ = n4.{x) 

wozu noch die Anfangsbedingung 

7) i?]^=o = 

hinzukommt, denn y^ sowohl, wie y, verschwindet für x = 0. Es 
bleibt uns nur übrig zu zeigen, dass i; identisch verschwindet. 
Dies geschieht nun folgenderweise. Die Function f^{x) ist stetig 
für :z;ssO, bleibt also, absolut genommen, unterhalb einer ge- 
wissen positiven endlichen Grrenze M, wenn x kleiner als eine ge- 
wisse positive Zahl b ist: 

l/i(^)l<-M wenn |:c|<£. 

Betrachten wir nun das folgende Intervall x^d, wo d kleiner ist 

als -g^ oder s. Es ist dann M.d <z^. Nun integrieren wir die 

Gleichung 6) zwischen den Grenzen und x. Es wird also fol- 
gendes 



n(^)Yo ^ j n{^)*fA^)äx. 



Oder, da i?(a?)]o = ist, so können wir schreiben: 






Es sei nun L das absolute Maximum von \'ki{x)\ im Intervalle 
I a: I < J, welches von \ri{x)\ wirklich erreicht wird. Dann haben 
wir nach dem Mittelwertsatz: 



\ri{x)\<\rL.M.dx , \x\<8 



10 

da L>\ifi{x)\ und M>,\f^{x)\ im Intervalle [|a?|<d sind. Dies 
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ergiebt sofort folgende üngleichang : 

\fl(x)\<L.M.\x\, \x\<S 

Aber es ist M.d<z^. Folglich ist 

Nun aber bietet die Gleichung 8) einen Widersprach dar, falls 
nicht L = ist, denn L ist das Maximum von fj {x) im Intervalle 

r 

I a? I < d, sodass wir L^-^ haben würden. Folglich ist ij (x) iden- 
tisch Nnll, wonach y^(x) identisch gleich y^(x) ist. Und ferner 
gilt dieses Resultat in dem ganzen Gebiet , in dem f(x, y) ana- 
lytisch ist. Sonach haben wir den folgenden Satz: Es giebt 
nur eine stetige, einmal differentiierbare Lösung 
der gewöhnlichen Differentialgleichung 2), welche 
für a; = verschwindet (oder für x ^=^ a den Wert 6 
annimmt, wenn ({x^y) um den Punkt a, & analytisch 
ist), und diese Lösung ist die analytische Kowalews- 
ki' sehe Lösung. 

Da nun aber irgend eine Lösung y{x) für einen bestimmten 
Wert von rc, a: = a, einen bestimmten Wert y = 6 haben muss, 
so folgt der Satz: Die Gleichung 2) besitzt in dem Ge- 
biete, wo f{x^ y) analytisch ist, lauter analytische Lö- 
sungen. 

3) Beweis des analytischen Characters der Lö- 
sungen einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung oder eines Systems von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Es sei nun ein System von gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung gegeben, welches wir gleich in der auf- 
gelösten Normalform I\ annehmen wollen. Wir wollen hier wieder 
zeigen, dass ausser der analytischen Kowalewski'schen Lösung 
kein System von n stetigen einmal differentiierbaren Functionen 
£f^ (a?), jer, (x)j ... e^ (x) existiert, welche den Gleichungen I] gentigen, 
und welche für x = verschwinden'). 

Es sei hier wieder ^,i(a?), ^„(x), ..., ^„(a:) das Kowalewski'- 
sche System von analytischen Lösungen , und ^j, (x), 0„ (a:), . . . 



1) Siehe Fossnoten 1) und 2) p. 10. 
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£f^^{x) ein anderes bekanntes System von n stetigen einmal diffe- 
rentiierbaren Functionen, welche den Grleichnngen I] Genüge lei- 
sten, und für x = verschwinden. Wir wollen zeigen, dass 
£fn(^) nnd ie'j,(x) identisch gleich sind für alle «. 
Gerade wie vorhip setzen ym 

so müssen r|^ (x), ij, (a?), . . . , ti^{x) folgende Gleichungen erfüllen : 



1) 



dx 

TL S. W. 



wo iji(x)j rit{x), ..., ij,(a?) alle bekannte stetige Functionen von x 
sind, und f^ für alle • und j alle stetige bekannte Functionen von 
X sind. Es seien nun alle Functionen /*^ absolut genommen 
kleiner als M, wenn | x | <: « >* ist : 

Betrachten wir das Intervall 
sodass 

ist. 

Integrieren wir nun zwischen den Grenzen und Xj so be- 
kommen wir folgende Gleichung, indem wir in Betracht ziehen, 
dass fitlg^Q = ist für alle i: 

[I« 1, 2, .... n]Jo 

\x\<8. 

Es sei nun L das absolute Maximum aller q's im Intervall 
|a;|^d, welches von einer der Functionen q^^) wirklich erreicht 
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wird. So ist nach dem Mittelweitsatz : 

|n,(a!)|>| /*nLJIf3ic, \x\<d 

<nLM\x\, \x\<d 
<nLMd 

*= 2 

G^erade wie oben lässt sich nun schliessen, dass Z = sein mass, 
sonst hätten wir den Widerspruch 0<i<-g-. Folglich ver- 
schwinden die i^'s alle identisch, denn L war das Maximum yon 
allen Functionen iy, im Intervalle \x\^8. Darnach ist sSi^ix) iden- 
tisch gleich e^^{x) für alle i, und dieses Resultat gilt ebenso gnt 
für das ganze G-ebiet, wo die i^'s in I] analytisch sind. Sonach 
haben wir folgenden Satz: Es giebt nur ein System von n 
stetigen einmal differentiierbaren Functionen e^(x), 
e^{x\ . . ., B^{x)^ welche dem System I] von linearen ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen genügen und 
welche für ü; = verschwinden [oder für x =^ a die n 
willkürlichen constanten Werte a,, a,, ..., a^ bezw. 
annehmen, wenn die F^s alle um den Punkt x =^ a^ 
e^ = Oj, ..., e^ = a, analytisch sind]; und dieses Sy- 
stem ist das Kowalewski'sche System von n analy- 
tischen Functionen. 

Femer können wir wiederum, wie im Paragraphen 2) den fol- 
genden Satz aussprechen: 

Das Gleichungssystem I] besitzt im Gebiet, wo 
die f s alle analytisch sind, lauter analytische Lö- 
sungen. 

Die entsprechenden Theoreme für eine Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung n, etwa die Gleichung II], ist nun leicht ab- 
zuleiten. Denn eine solche Gleichung II] ist sofort in ein solches 
System wie J\ umzusetzen, durch die folgende Transformation 

dy d}y d^'^y 

y - ^^^ d^ "^ ^«^ d^ "" ^»^ •••' ^=^ ~ '^•' 

Wir können nun die Gleichung II] durch das folgende System er- 
setzen : 
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de. 

dx ^» 

dx ^» 

u. s. w. 



welches genau ein solches System wie I] ist. Ferner gehen die 
Anfangsbedingungen 



1 ^y 



j«=o 



^' •••' da;' 



«=0 



genau in die Anfangsbedingungen für das System I]: 

aber. Demgemäss sind ^ie zwei obigen Theoreme ohne weiteres 
für die G-leichung II] auszusprechen. 

Es giebt nur eine Function y(x), welche der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung »!*•' Ordnung II] 
genügt, und welche für a; = mit ihren ersten w — 1 
Ableitungen verschwindet [oder welche für x = a 
mit ihren ersten n — 1 Ableitungen die n willkür- 
lichen Constanten Werte a^t ^u •••> ^»-i» bezw. annimmt, 

wenn F um den Punkt x = a] y = a^, -j- = (^u • . •> 

-^ = a^i analytisch ist]; und diese Function ist die 

analytische Kowalewski' sehe Lösung. 

Und gleichfalls: Die Gleichung II] besitzt im Ge- 
biete, wo F analytisch ist, lauter analytische Lö- 
sungen. 

4) Es ist in den obigen Paragraphen zu bemerken, dass, wenn 
die Gleichungen, bezw. Gleichungssysteme in Normalform ge- 
schrieben sind, von singulären oder mehrdeutigen Lösungen keine 
Rede sein kann. Diese Vorkommnisse treten vielmehr ein, gerade 
wenn die in den Differentialgleichungen auftretenden Functionen 
in dem betrachteten Punkt nicht-analytisch sind, bezw., wenn die 
Differentialgleichungen in einer solchen Form gegeben sind, dass 
ihre Auflösung in kanonische Form mehrdeutig ist. 
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Kapitel IL Eine partielle Differentialgleichang 

erster Ordnung. 

1) Die Kowalewski'schen Theoreme and die Frage- 
stellangen. 

Es wnrde in dem Vorwort erwähnt, dass fiasser den analy- 
tischen Lösnngen, welche ans die Kowalewski'schen Sätze er- 
geben, vielleicht noch andere nicht - analytische, aber doch stetige 
and zu einem gewissen Grad differentiierbare Lösangen existieren, 
welche dieselben analytischen Anfangsbedingangen befriedigen. 
Wir wollen nan einen Fall nntersachen, in dem wir zeigen können, 
dass dieses anangenehme Vorkommnis nicht aaftritt, nämlich den 
Fall einer einzigen partiellen Differentialgleichang erster Ordnung. 
Sodann werde ich ein Theorem beweisen, welches als Gegensatz 
hierza aofgefasst werden kann, welches aber keinen Widerspruch 
zu diesem Satze darbietet, nämlich, dass keine partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung existiert, welche lauter analytische 
Lösungen hat. 

In den späteren Kapiteln werden wir die Eindeutigkeitsfrage 
für andere Differentialgleichungen behandeln. 

2) Eindeutigkeitsfrage für eine partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung. 

Es sei nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
in der folgenden aufgelösten Normalform gegeben: 

Schreiben wir nun die Anfangsbedingungen js{Xy y)]y=o = f(x), 

einer bekannten analytischen Function vor, wo ferner F um den 

Funkt a; = a, einer gewissen Constante, y == 0, = f(a), 

dz 
-— SS f(a) analytisch ist. Es sei e^{x, y) die analytische Kowa- 

lewski'sche Lösung und z^ {Xj y) eine andere bekannte stetige, ein- 
mal nach X und einmal nach y differentiierbare Lösung unter 
diesen Anfangsbedingungen. Wir wollen zeigen, dass z^ix^ y) und 
^9(^9 y) identisch gleich sind. Wir haben: 

2) , s \ 



t = •^(^. ••■ " ') 
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Bilden wir nun die Function f (x, y) = z^ (x, y) — z^ (x, y) und sub- 
trahieren wir die eben erhaltenen Gleichungen, so bekommen wir 
folgende Gleichung 

Entwickeln wir nun F nach Potenzen von ^ und (, was möglich 

ist , denn F ist eine analytische Function , so wird das Resultat 
folgendes sein: 

wo, wie in Kapitel I, die Functionen f^ und f^ bekannt und stetig 
sind, Es sind aber die in f^ und /ä auftretenden Functionen s;^ 
und ^ ebenfalls bekannte stetige Functionen von x und y. Dem- 
gemäss dürfen wir f^ und /*, als bekannte stetige Functionen von 
X und y allein aufifassen und die obige Gleichung in der folgenden 
Form schreiben: 

5) ^ + A(x,y)§r^Bix,y).^, 

WO A{x, y) und B(x, y) bekannte stetige Functionen von x und y 
sind. Und nun kommt es nur darauf an, zu zeigen, dass eine 
stetige nach x oder nach y einmal differentiierbare Lösung ^(x, y) 
dieser Gleichung, welche für y »s identisch in x verschwindet ^) 

6) 1^{x, y)],=o = 
auch identisch in x und y verschwinden muss: 

Kix, y) = 0. 

Dies wollen wir nun folgenderweise beweisen: Es sei 
^ ^^ VdSfj ^) ^6 eindeutig bestimmte analytische Lösung der ge- 
wohnlichen Gleichung 



1) Da 
sind, so muss 
sein. 
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anter den Anfangsbedingangen x]y=o '= a, sodass 

-^ = A(x, y) and g)]y=o = «. 

Führen wir nan statt x and y die neaen Variabeln 

i — x-q>(if, «). i X = | + g)(ij, a) 

ein. Es wird dann 

Ö1J dij da; rfij dy 

Demgemäss dürfen wir die Gleichimg 6) in der folgenden ein- 
fachen Form schreiben: 

Integrieren wir non partiell nach i} zwischen den Grenzen 
and 1}, so kommt heraas 

8) ^^iln)= rs,{ifi)'Ui.n)dn, 

•'o 
wenn wir in Betracht ziehen, dass 

ist. 

Es sei nan^) 

|5,(|, i,)|<affiir|i,|<*., m<d. 
nnd 

Es sei ferner L der absolat gi^sste Wert, den ^^(i, q) erreicht 
im Intervalle 1 1; | ^ £, | S | ^ tf,. Dann ist nach dem Mittelwertsatz : 



\^{lv)\^\pM.Ldn\i m<d„ |ij|< 



£ 



1) Dies ist wieder möglich, wie im Torigeii Kapitel, denn B ist stetig in a;, y ; 
folglich ist JB; stetig in (, ij. 
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oder 

|C,(6, i,)l<|Jf.£.ij|; |l|<*., \f,\<s 
<M.L.8', |g|<*„ |ij|<e. 

Aber JICx^. Folglich ist 

K.(i ij)l^|-; l$I<*., Iij|<«. 

Diese Gleichung bietet nun wie im vorigen Kapitel einen Wider- 
sprach dar, falls nicht L = ist, denn ^^ erreicht den Wert L 
im Intervalle 1 6 1 ^ *, , | iy | ^ £. Folglich ist C, in den Yariabeln 
S, 17, also anch ^ in den Yariabeln x^ y identisch Noll ; nnd z^ (x, y) 
stimmt mit 5, (x, y) identisch fiberein. 

Sonach dürfen wir folgenden Satz aassprechen: Es giebt 
nar eine stetige, nach x bezw. nach y einmal diffe- 
rentiierbare Fanction^), welche die partielle Diffe- 
r entialgleichang erster Ordnang"), 1), erfüllt, and 
für y = in die willkürlich vorgeschriebene analy- 
tische Fanction f(x) übergeht; and diese Fanction 
ist die analytische Kowalewski'sche Losang. 

Hier aber ist za bemerken, dass wir darchaas nicht folgern 
können, dass die Gleichang 1) laater analytische Lösangen hat, 
wie wir im vorigen Elapitel für gewöhnliche Gleichangen gethan 
haben. Vielmehr werden wir gerade im nächsten Paragraphen 
zeigen, dass diese Sachlage bei k e i n e r Differentialgleichang erster 
Ordnang stattfinden kann. 

Es ist sogar ohne Weiteres klar, dass wenigstens besondere 
partielle Differentialgleichangen erster Ordnang nicht - analytische 
Lösangen besitzen , denn z. B. ß = g>{x + y) ist eine Losang der 

Gleichang ^ == ^, wo tp darchaas nicht analytisch za sein 

braacht. 

8) Keine partielle Differentialgleichang erster 
Ordnang hat laater analytische Lösangen. 

Es wird in diesem Paragraphen ansere Aufgabe sein, wie zam 
Schiasse des vorigen Paragraphen schon erwähnt, za zeigen, dass 
keine partielle Differentialgleichang erster Ordnang laater ana- 
lytische Lösangen hat. 



1) Siehe Fuflsnote 1) p. 10. 

2) Der fthnliche Sati gut aach vennatlich für ein beliebigeg System von li- 
nearen partiellen DifiTerentialgleicliongen. 

2* 
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a) Erst wollen wir den Beweis*) für eine lineare partielle 
Differentialgleichung in folgender Form angeben, da in diesem 
Falle der Beweis sich erheblich einfacher gestaltet, wie im allge- 
meinen Fall: 

1) P(x, y, ^)-^ + Q{^, y, ^)-^ = Ä(^, y, «) 

wo nicht beide P und Q identisch verschwinden, z. B. P ^ ; und 
wo P, Q, E alle drei analytische Functionen von x, y, /e; in. einem 
gewissen Gebiet G sind. Es gilt nämlich für diese Grleichung 
folgender Satz, welcher allgemein bekannt und nicht schwer zu 
beweisen ist*). 
Die Gleichung 

2) tiu{x, y, xf), V (x, y, ^)) = 

stellt eine Integralfläche der Gleichung 1) dar, falls ^ in u und v 
irgend eine stetige, einmal nach u und einmal nach v diiferen- 
tiierbare Function der Argumente u, v ist; und falls noch 

g. I «(^, y, ^) = Ci 

( V (^» y, ^) = ^, 

zwei von einander unabhängige Lösungen des folgenden Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen sind: 

§y. = Q(^> y> ^) 

^v . äx Fix, y, ey 

de B{x, y, e) 

dx ~ P{x, y, z) * 

Da nun aber P ^ ist und P, Q, R im Gebiet Q analytische 
Functionen von x, y, z sind, folgt, dass zwei solche Lösungen wie 

3) immer vorhanden sind, wo auch noch 

du du' 
öy ' de 

dv dv 
öy' dz 



D» 



nicht identisch verschwindet^. 

1) Dieser Beweis kann leicht für mehrere unabhängige Variabehi verallge- 
meinert werden. 

2) Siehe z. B. Fricke, Fanctionentheoretische Vorl. p. 469. Goursat, £q. 
auz d^r. part. I. p. 88. von Weber, Encyc. der math. Wiss. II, A. 5 p. 812. 

8) Siehe Fricke, Fanctionentheoretische Vorl. p. 442. von Weber, £n- 
cyclop&die der math. Wiss. II. A. 6. p. 812. 
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Nun können wir ^ in der Lösung 2) so wäUen, dass u als 
beliebige Function von v erscheint 

5) ^(tt, v) s U'-q>{v) «BS 
und es wird die G^leichnng 

6) w(^, », ^) = 9(t?(^, y, ^)) 

immer noch eine Integralfläche der Gleichung 1) darstellen, falls 
g> stetig nnd einmal differentiierbar ist. Es brancht aber q> durch- 
aus nicht analytisch zu sein. 

Der Gedankengang ist nun folgender: Es sei a = f(Xy y) 
eine analytische Lösung der Gleichung 1), welche wir durch die 
Gleichung 5) erhalten haben, durch specieUen Ansatz von 9. Wir 
wollen zeigen, dass die dazu genommene Function 9 notwendig 
eine analytische war. Da wir nun aber 97 als eine nicht -analy- 
tische Function wählen können, müssen nicht-analytische Lösungen 
xr = /*, {x, y) dabei herauskommen, und die Existenz der nicht-ana- 
lytischen Lösungen ist bewiesen. 

Es sei also jer = /"(ar, y) eine Lösung der Gleichung 1), welche 
wir aus 5) erhalten haben durch eine besondere Annahme der 
Function tp ; und es sei f in x und y analytisch in einem Unter- 
gebiet Ol in der Nähe des Punktes {x^, y^) innerhalb des oben 
gewählten Gebiets O. Es muss dann die Gleichung 6) identisch 
erfüllt sein, wenn wir in ihr js durch f{Xj y) ersetzen : 

7) M {Xj y, f(x, y)) = 9 (t; {x, y, f(x, y))). 

Da nun aber u und v in Xj y, e^ und f m x und y analytisch sind, 
so gehen u (o?, y, f{x^ y)) und v (x, y, f(x, y)) in zwei analytische 
Functionen von x und y, u,(a;, y) und t;, (o?, y) über; und die Iden- 
tität 7) schreibt sich in folgender Form: 

8) w,(a;, y) = 9 (t;, (a:, y)). 

Es können nun nicht 3- und -r- beide identisch verschwin- 

dy dy 

öv 
den, sonst wäre D = 0. Wir wollen sagen -r- ^ 0. Ist nun 

9) ^^0, seist ^ + ^1:^0 
^ dy ' dy dz dy 

und da -r- * ist, so ist auch ^ i 0. Ist ferner -H- = 0, so 
dy ^ ' dy ^ dx 

ist t;, (a?, y) = Äi , einer Constante. Wäre nun w, (o?, y) s t, einer 



— 22 — 

Constante, so wäre 

dtt. Ott du df ^ 

Aber diese Gleichang ist mit der Gleichong 9) unverträglich, denn 
D verschwindet nicht identisch. 

Es können also -^ nnd -r-^ nicht beide identisch verschwin- 

Off ox 

den. Ist aber -^ [oder ebenso -^j nicht identisch Null, so 

können wir um einen gewissen Punkt (o;,, yj des Grebietet G^ die 
folgende Identität 

11) ^i iPy y) s V, 
nach y auf losen und erhalten: 

12) y ^ fo(x, v,l 

wo a> eine analytische Function von x und v^ in einem Gebiet G^ 
um den Punkt {x^, yj und innerhalb des früheren G-ebiets G^ ist. 
Setzen wir nun in die Identität 8) diese Identität 12) ein, so er- 
halten wir folgende Identität in x und v^i 

Da nun u^ in o; und a>, und m in x und v^ beide analytische Func- 
tionen sind , so geht u^ (x, a> (x, t; J) in eine analytische Function 
von X und ü, , u, (x, ü,) über : 

13) w,(«,t?J s 9)(t;J, 

wo tt, in X und Vj analytisch ist. Da aber die rechte Seite in 13) 
von X unabhängig ist, so ist es auch die linke Seite; und wir 
haben, wenn wir für x etwa den constanten Wert x^ setzen: 

tt,(a;„i;0 = q>{v,). 

Da aber tt, in v^ eine analytische Function ist, so ist auch q>(v^) 
in V| analytisch. 

Dies war aber gerade unser Ziel: wir haben gezeigt, dass 
analytische Integralflächen aus 6) nur dann erhalten werden, wenn 
q> analytisch angesetzt ist. Setzen wir dagegen irgend eine ste- 
tige, einmal differentiierbare, aber nicht-analytische Function an 
Stelle von 97, so erhalten wir, wie oben gesagt, eine Lösung, aber 
diese Lösung kann nach dem Obigen nicht in die folgende Form 
gebracht werden: 

^ = /*(^i y) 
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wo f in X und y anal3rii8ch in irgend einem IJntergebiet £r, inner- 
halb des Gebietes G ist. 

Damit ist nnser Beweis vollendet and wir dürfen den folgen- 
genden Satz aussprechen: Es giebt keine partielle Diffe- 



rentialgleichang erster Ordnnng, linear in 
djBf 



dx 



nnd 



dy 



f welche lauter analytische Lösungen besitzt. 



b) Nun wollen wir dasselbe für irgend eine partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung beweisen^). 

Es sei also gegeben eine beliebige partielle Differentialglei- 
chung erster Ordnung: 



1) 



Fip, q, *, «, y) = 



Aß Aß 

wo J9 = -^j 2 8= — sind, wo ferner F in den sämtlichen Argu- 

dF dF 

menten analytisch ist und -^— und -^ — nicht beide identisch ver- 
schwinden in einem Grebiet G, des Pj q, e^ x^ y Raumes, um den 

Punkt (Po, ?o» ^oj «0» yd herum. 

Fassen wir nun die folgenden gewöhnlichen Differentialglei- 

dF . 
chungen ins Auge, wo wir uns geeinigt haben , dass -^r- die- 



dF 



dF 



jenige der zwei Functionen -k— und 
tisch verschwindet: 

^y _ P, 



dp 



ist, welche nicht iden- 



2) 



dx F, 

dx B, 

^ F.+pF. 

dx F, 



wo 1^ = — . F 
' dp' * 



dx 

dF 



F. = 



^ F = 
dx' ' 



dF 



F.= 



dF 



dq' ^' ~ dx' '' ~ dy' " ~ dg 
sind. Wenn nun ein System von Anfangswerten p =a x, q = m, 
y = ij, * = gfur» = a;, gegeben sind, wo F(*, «, S, «,, ij) = 



I) Dies kann ala lAa zweiter Beweis für lineare Gleichungen angesehen 
werden. 
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ist, so sind durch das System 2) vier analytische Functionen: 

a) » = y(x, x^, «, X, q, 5) 
g. . b) £f = 0ix, aJo, «, X, ij, 

c) p =i)(a:, a?o» «. ««» fl» ö 

d) g = g(a?, a?„ «, x, ij, 5) 

eindeutig bestimmt, wo p, g, y, jer alle analytische Functionen ihrer 
sämtlichen Argumente Xj x^, ä, «, iy, C sind. Die ersten zwei 
Gleichungen 3), a) und 3), b) definieren uns eine Baumcurve; die 
zwei anderen bestimmen in irgend einem Punkt dieser Curve eine 
in diesem Punkte auf der Curve angehefteten Ebene. Dieses Ge- 
bilde nennt man einen characteristischen Streifen. Wir 
haben gesehen, dass ein solcher Streifen eindeutig bestimmt ist 
durch Festsetzung der vier Constanten ä, x, % ^ für den festen 
Constanten Wert x^, wo ferner F{Xj x, K, x^, rj) = ist. Es 
giebt, wie die Abzahlung zeigt dreifach unendlich viele characte- 
ristische Streifen. 

Es wird nun in den Lehrbüchern gezeigt ^), dass, wenn irgend 
ein Element eines characteristischen Streifens auf einer Integral- 
fläche der gegebenen Gleichung liegt, so liegt der ganze Streifen 
auf dieser Integralfläche und die angehefteten Ebenen sind in dem 
Punkte, in dem sie auf der Curve angeheftet sind, Tangential- 
ebenen der Integralfläche. 

Denken wir uns nun ä, x, iy, C nicht constant vorgeschrieben, 
sondern als laufende Parameter; und etwa J^ = g>(ti) einer ste- 
tigen, aber nicht notwendig analytischen Function, welche einen 
stetigen ersten Differentialquotienten besitzt, von iy, femer 

* diT' 

und a den Wert von p aus der Gleichung 



f{^, ^, 9(V), ^., n) « 



ausgerechnet etwa sr = ^(17), wo ^ auch stetig ist, da JP ana- 

öF . . . 

lytisch ist, und -^ — nicht identisch verschwindet. Unter diesen 

Umständen schreiben sich die ersten zwei Gleichungen in 3) in 



1) Siehe z. B. Fr icke, Fanctionentheoretische Vorl. p. 488 et seq. Gour- 
Bat, Eq. part. diff. I» p. 110. 
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folgender Form: 

4) { ' 

Nun wird bewiesen (siehe Fossnote 1, p. 24), dass die Gleichungen 

4) in dem einen Parameter ij eine Integralfläche der gegebenen 
Differentialgleichung 1) darstellen. 

Nach unsern Anfangsbedingungen schneidet die Ebene x ^= x^ 
diese Fläche in der Cnrve 

5) y z=. n^ B = (p{ri) oder = q>(y). 

Ist nun q>{ri) eine analytische Function von ij, so ist die 
Schnittcurve mit der Ebene x = x^: 

z = bI^x,, x^, ^(ij), -^^, Vi 9(v)j 

eine analytische Curve , wenn | a^^ — a?o | genügend klein ist , denn 
y{Xf x^j Jtj X, 71, ^) und ^(Xj x^j jr, x, ly» ö sind analytische Func- 
tionen ihrer sämtlichen Argumente x^ x^, ä, x, iy, C. 

Wählen wir nun dagegen für 9 (y) eine nicht-analytische, aber 
doch nebst ihrer ersten Ableitung stetige Function, so ist die 
Schnittcurve mit der Ebene x = x^ auch nicht - analytisch. Denn 
wäre sie analytisch, so könnte man in der Ebene x = Xi statt in 
der Ebene x = x^, anfangen, dort diese analytische Curve als An- 
fangsbedingung aufstellen, und genau dieselbe Integralfläche 4) er- 
halten, denn wir haben in dem dritten Paragraphen 
gezeigt, dass durch diese analytische Cur ve nur eine 
Integralfläche hindurchgelegt werden könnte^). 
Nun müsste die Ebene x = x^ wieder diese Fläche in einer ana- 
lytischen Curve schneiden, wie oben gezeigt. Diese Schnittcurve 
ist aber eben a = ip{y), und wir haben angenommen, dass 9 nicht- 
analytisch ist. Folglich muss in der That die Schnittcurve der 
Ebene a? = rr^ mit der Integralfläche 4) eine nicht - analytische 



1) Zam Beweise aber brauchen wir den citierten Satz nicht. Wenn n&mlich, 
abgesehen von diesem Satz, die so erhaltene Integralflftche eine neae w&re, so 
müsste sie nach den Kowalewski'schen S&tzen eine nicht-analytische Fl&che sein, 
deren Vorhandensein wir eben beweisen wollten. 
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Carve eein. Aber x^ ist irgend ein Wert von x in dem Regula- 
ritätsgebiet der Functionen y und sf in den Variabein x, x^, je, x^ 
1], C in 4). Folglich ist die Schnittcurve 6) eine nicht-analjrtiBche 
Curve für alle Werte von x^ in diesem Gebiet; und die Fläche 
4) ist nicht-analytisch im ganzen Gebiet. Nun aber, da wir doch 
(p{rjD in dieser Weise wählen dürfen, können wir endlich den ge- 
suchten Satz aussprechen: Keine partielle Differentialglei- 
chung erster Ordnung besitzt lauter analytische Lö- 
sungen. 

Der eben bewiesene Satz ist aber nicht verallgemeinerungs- 
fähig auf Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen 

Um dies zu zeigen, brauchen wir nur ein Beispiel zu be- 
trachten. Es sei folgendes System vorgelegt : 

dx ~ If 

dy "" dx 

Dann genügen ja e^ und e^ der folgenden partiellen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 

8) Jis = 0, 

deren Lösungen bekanntlich alle analytisch sind. So existieren 
keine zwei stetige einmal differentiierbare nicht-analytische Func- 
tionen jefj und £r„ welche das System 7) befriedigen. 

Dies Beispiel zeigt, dass die Sache ganz anders bei Systemen 
von Differentialgleichungen liegt, und es scheint vorläufig aus- 
sichtslos, den oben für eine einzige Gleichung bewiesenen Satz auf 
Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen zu er- 
weitem. 



Kapitel m Lineare partielle Differentialgleichangen 

zweiter Ordnung. 

1) Einleitung. 

Wir wollen nun zu den linearen partiellen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung übergehen und die den bisher behan- 
delten Theoremen entsprechenden Sätze ableiten. 

Der Gang unserer Betrachtungen wird aber in diesem E[a- 
pitel anders sein wie in dem letzten Kapitel, da die ThatsMhen 
sich anders gestalten. Insbesondere für den sogenaimten ellipti- 
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sehen Typas der partiellen Differentialgleicliangen zweiter Ord- 
nimg lässt sich nämlich der Satz beweisen , dass nur analytische 
Lösungen existieren. Unter diesen Umständen wäre es also zweck- 
los, die Eindentigkeitsfrage ^) dem letzten Kapitel entsprechend, 
zu ontersnchen, denn der Eiudeatigkeitssatz ist in diesem Satze, 
nach den Kowalewski'schen Betrachtungen mit einbegrüFen. Es 
werden dagegen lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
des hyperbolischen Typus in Betracht kommen, für welche wir 
doch die Eindeutigkeitsfrage untersuchen müssen. 

2) Schon bekannte Theoreme über den analyti- 
schen Character. 

Es sei eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
folgender allgemeinen Form vorgelegt: 

2) Ai., yf^+2B(., y)|^ + C(., y)'^, = f(., y, ., % |i), 

wo wir nun annehmen wollen, dass Aj B, C ia x und y, und F 
in ihren sämtlichen Argumenten analytische Functionen sind. Es 
wird nun Ä C— J?' > 0, resp. <: 0, = in einem gewissen Gebiet 
der X, y Ebene. Man unterscheidet diese drei Fälle als ellip- 
tischen, bezw. hyperbolischen und parabolischen Typus ^); 
und es wird gezeigt "), dass die Gleichung 1) durch reelle Trans- 
formation der Variabein a?, y immer in eine der drei folgenden 
Normalformen übergeht 

f = F,(l, ij, ir, -^, -^j, elliptischer Typus, 







2) 


d*0 







(dz dz\ 
S, ^» ^» ■öf' a^j» hyperbolischer Typus, 

= F^i^, '^^ ^' "öf ' ä^)' parabolischer Typus. 



1) Hier möchte ich bemerken, dass diese Eindeutigkeitsfrage die schon wie- 
derholt erwähnte Kowalewski'sche ist und nicht diejenige, in welcher es sich 
dämm handelt , die Eindeutigkeit einer Lösung festzustellen , deren Werte auf 
einer geschlossenen im Endlichen liegenden Gurve gegeben sind und welche in- 
nerhalb dieser Curve überall regulär sein soll. Für solche Eindeutigkeitsprobleme 
siehe z. B. P i c a r d , Trait^ d* Analyse, II; und Sommerfeld, Encycl. d. math. 
Wiss. II. A. 7. c. p. 520. 

2) Siehe P. du Bois-Reymond , J. für Math., 104 (1889), p. 241. Som- 
merfeld, Encycl. d. math. Wiss. IL A. 7. c. p. 610. 

S) Siehe P. du Bois-Reymond, L c. ; Sommerfeld, L c; Laplace, 
J. ^c polyt. cah. 16 (1809) p. 236; Picard, Trait^ d' Analyse, II p. 27. 
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je nachdem in dem betrachteien G-ebiet 

ÄC-B*>0, ÄC-B*<0, AC-B' = 

Ist JF in der Gleichung 1) in den Argumenten js, -^, -^ linear, 

so ist auch F„ bezw. F,, F^ in 2) linear; sind ferner alle Coffi- 
cienten in dieser linearen Gleichung constant, so können die Glieder 

mit -^ und ^— in 2) zum Fortfall gebracht werden. Ist ferner 

die Gleichung 1) linear und sich selbst adjungiert *) , so ist es 
auch die entsprechende Gleichung 2). 

Wir wollen nun erst eine lineare partielle Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung des elliptischen Typus betrachten, welche 
wir nach dem Obigen in folgender Form schreiben dürfen: 

wo a^h^ c im vorliegenden Gebiete analytische Functionen von 
a?, y sind. Für diese Gleichung haben Picard*) und Paraf) ge- 
zeigt, dass sie nur analytische Lösungen besitzt*). Wir werden 
in diesem Kapitel dieses Resultat auf einem völlig anderen Weg 
durch einen einfacheren Beweis bestätigen. Demgemäss ist der 
Eindeutigkeitsbeweis in der Kowalewski'schen Theorie überflüssig, 
wie oben schon erwähnt. 

Dagegen ist bekanntlich für Gleichungen des hyperbolischen') 
Typus von einem solchen Satz (d. h. von dem unbedingt analy- 
tischen Character der Lösungen) keine Rede^). Man braucht nnr 
das Beispiel der Gleichung der schwingenden Saite 

bxdy 

ins Auge zu fassen. Irgend eine stetige, einmal differentiierbare 
Function von x allein, ^(a?), ist offenbar eine Lösung dieser Glei- 



1) Siehe Sommerfeld, 1. c. p. 611, und auch p. 88 dieser Diss. 

2) Trait^ d' Analyse, II. p. 29. „Sar la d^termioation^ , o. s. w. Journ. ^c. 
poly. 1890. 

8) Ann. Fac. Sc. Toulouse, t. VI, 1892. 

4) Dieses Resultat ist für die Gleichungen z/u » und z/u + A^m =: 

schon Iftngst allgemein hekannt. Siehe auch Sommerfeld, 1. c, p. 688, et seq. 

6) Oder auch von paraholischem Typus , z. B. die Wärmeleitungsgleichung 

■^— SS -^ hat bekanntlich nicht-analytische Lösungen. 

6) Yergl. Sommerfeld, 1. c, p. 588. 
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chtmg. Nimmt man nun für tp eine nicht analytische Function, so 
hat man ohne weiteres das gewünschte Resultat : Die Gleichung 
4) besitzt nicht-analytische Lösungen. Man behauptet, dass das- 
selbe für alle Gleichungen des hyperbolischen Typus gilt *). 

Es entsteht also wieder hier die im zweiten Kapitel tür Glei- 
chungen erster Ordnung behandelte Eindeutigkeitsf rage , ob die 
eindeutige analytische Kowalewski'sche Lösung einer hyperbolischen 
Gleichung die einzige stetige Lösung ist, die zugleich den analy- 
tischen Anfangsbedingungen genügt, welche die Kowalewski'sche 
Lösung bestimmen. ' 

3. Eindeutigkeitsfrage für Gleichungen des hy- 
perbolischen Typus. 

Wir wollen nun zuerst diese Eindeutigkeitsfrage für par- 
tielle *) Differentialgleichungen zweiter Ordnung des hyperbolischen 
Tj^us behandeln. Diese Frage beruht auf einem ;,Kowalewski*schen"') 
Satz , den wir noch nicht angegeben haben. Ist nämlich eine 
solche Gleichung in der folgenden Normalform vorgelegt: 

WO die Function F in ihren sämtlichen Argumenten analytisch 
ist, so gilt*) der folgende Satz: Es giebt eine und nur eine 
analytische Function von x und y, z^{Xy y), welche der 
Gleichung 6) genügt und welche für x = und auch 
für y = verschwindet (bezw. für a; = in eine will- 
kürliche analytische Function von y, 9>(y), für y = 
in eine willkürliche analytische Function von Xj ^{x) 
fibergeht, wo ^(O) = ^^(0) ist)*). 

Wir wollen zeigen ^), dass keine andere stetige, zweimal diffe- 
rentüerbare Function von x und y, z^ (x, y) existiert , welche auch 
die Gleichung 6) und die obenstehenden analytischen Anfangsbe- 



1) Vgl. Sommerfeld, 1. c, p. 688. 

2) Nicht notwendig linear. 

8)Goar8at: 1^. aox d^r. pari. 2. 0. t. I, p. 184 und Comptes Rendus 
t. CXX (1896) p. 712. Qoursat hat wohl zuerst diesen Satz ausgesprochen. In 
dieser Diss. befindet sich ein anderer Beweis. S. p. 41 Fussnote 2. 

4) Hier ist natürlich vorausgesetzt, dass diese Bedingungen alle in dem Be- 
gularit&tsgebiet, wo F analytisch ist, erfüllt sind. 

6) Bemerkenswert ist vielleicht, dass dieser Beweis für Gleichungen höherer 
Ordnung specieller Form ebenso geführt werden kann ; übrigens, dass der Beweis 
l&r solche SystemOi wie das folgende : 
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dingimgen erfüllt ^). Es sei nämlich 0^ (x, y) die analytische Ko- 
walewski'sche Lösung and e^{Xy y) irgend eine andere stetige, zwei- 
mal differentiierbare Lösung, welche dieselben analytischen An- 
fangsbedingongen : 

^lc=o = 9>(y), J0^]y=o == *(a?), 9>(0) = *(0) 
befriedigt. Dann ist 



dxdy ~ ^V' ^'^'' "a^' ö7J 



und 






Wir erhalten nun gerade wie auf Seite 17 et seq., wenn wir 

J:{x, y) = 0,{x, y)-'e^{x, y) 
setzen, die folgende Gleichung für ^: 



^^ fv /»> /• 8.Ue stetige Functionen von x und y sind. 

Nun ist es wieder leicht zu beweisen, dass ^ identisch ver- 
schwinden muss. 

Es sei nämlich Afeine positive Constante grösser als \fi{x,y) |y 
|/i(^> y)\i l/i(^» y)\ '^ dem Intervall 

\x\< d,<z 1, I y 1 < *, < 1 und es sei ß < 6,, *,, g^. 

Betrachten wir nun das Intervall \x\^£j | y | ^ «• 

Es sei L der absolut grösste Wert, welcher von irgend einer 

der Functionen C, ^, -^^ in diesem Intervall wirklich erreicht 

' dx ' ay 

wird. Wir wollen zeigen, dass L = ist. Integrieren wir nun 



-^ = Fi{g, 8, X, y) 

^^F,{ß,B,x,y) 

sich gerade in derselben Form gestaltet 

1) Ich erfahre, dass dieser Satz fttr den Fall, wo JF in «, -^, -^ linear 

QX oy 

isti schon von Holmgren, L c bewiesen ist. 
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die Gleichung 6), indem wir nns erinnern, dass 

g^^o = 0, Ci=o = 

und deshalb 

80 erhalten wir durch Integration nach x: 



dy 



'£^' 



dx 



^f'-ii'- 



/;•?) 



dx 



und ebenso dnrch Integration nach y : 



dx 



-A 



§+f.f+f.-c)*. 



Und femer nach dem Mittelwertsatz, indem wir onsere Vorans- 
setznngen berücksichtigen, erhalten wir: 



und 



dx 



<QMLx, 



<^MLy, 



«IS«, iyi^« 



oder indem |«|^e, 1^1 ^e, und Ms<\ ist, 



«) 
ß) 



öy 

iL 

dx 



L 

= 2' 

= 2 ' 



X 



e. I y I ^ « 



Integrieren wir femer die Identität 

iL = ü 

öy dy 
nach y, so erhalten wir 



da ^yao aa 0, oder 



' - ff* 



ie|<y"-frfy; 



a;|^», lyl^e 



oder 
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Nim aber bieten die Gleichungen a), /S), y) einen Widerspruch dar, 
falls nicht L = ist, denn L wurde doch von einer der drei 

Functionen S, -^j -^ im Intervalle | a; | < «, | y | < « wirklich er- 
reicht. Es folgt, dass X = ist, und daher, dass ^{x, y) im In- 
tervalle I AT I < a , \y\<B identisch verschwindet. Durch Fort- 
setzungen gilt dieses Resultat für das ganze Kegularitätsgebiet 
der Gleichung 5). Folglich ist e^ (oj, y) mit e^ (x, y) identisch gleich ; 
und wir dürfen sagen: Es giebt nur eine stetige, zwei- 
mal diff erentiierbare Function £i(x, y), welche die 
normalisierte partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung des hyperbolischen Typus 5) und die oben 
genannten analytischen Anfangsbedingungen: 

erfüllt; und diese Lösung ist eben die analytische^) 
Kowalewshi'sche Lösung^. 

4) Die Green'schen Sätze für Gleichungen des 
elliptischen Typus. 

In diesem Paragraphen werde ich in Vorbereitung auf Be- 
trachtungen über Gleichungen des elliptischen Typus an das schon 
citierte Referat von Sommerfeld') anknüpfen. Es sei gegeben 
eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung in der folgen- 
den Normalform: 

1) X(«)s^u + a|^+6-^+Ctt = 0, 

WO ^u = -^-j- + -^-5- und a, 6, c sämtlich analytische Functionen 



1) Hierbei, wie im Capitel II, ist ansdrücklich nicht gesagt, dass alle Lo- 
sungen Lösungen analytisch sind : es handelt sich nur um diejenigen Lösungen, 
welche die oben genannten analytischen Kowalewski'schen Anfangsbedingungen 
erfCdlen. Siehe Fussnote 6, p. 28. 

2) Aus diesem Satze kann man nun, wenn von der Gleichung • ^ s sins, 

die Bede ist, den folgenden, von Bianchi aufgestellten Satz beweisen: „Eine 
Fläche, deren asymptotische Linien analytisch sind, ist durchaus analytisch". 
Der Bianchi'sche Beweis enthält den Fehlschluss, dass eine convergierende Beihe 
von analytischen Functionen eine analytische Function darstelle. 
S) EncycL d. math. Wiss., II, A. 7. c. p. 604 et seq. 
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von X, y sind. Bilden wir nun den zu L{u) adjangierten^) 
Differentialansdrnck : 

2) M{v)^Jv ^^^^ + cv, 

so ist umgekehrt der Ansdrack £(u) za M{v) adjangiert, and 
die Gleichungen X(w) = und M{v) = heissen zu einander ad- 
jungierte Gleichungen. Es ist nun die folgende Formel*) durch 
partielle Integration leicht abzuleiten: 

3) Jf\vL{u)-uM{y)\dxdy = /{Qdy-Pda?} 

-, du öv , . 

^ du dv 

wo das Doppelintegral über das Innere , das einfache über den 
Rand eines beliebigen einfach zusammenhängenden Gebietes , R, 
der {Xj y) - Ebene zu erstrecken ist , vorausgesetzt nur , dass u 
und V in diesem Gebiete bis zu ihren zweiten partiellen Ablei- 
tungen incl. stetige Functionen von x und y sind*). 

Der Beweis dieser Formel ist nach der folgenden bekannten 
Formel für partielle Integration eines Doppelintegrals *) sofort zu 
übersehen : 

1) Siehe Sommerfeld, I. c. p. 513. Darboux, Th. des Surf. 2. art 867. 
P. du Bois-Reymond, J. f. Math. (104). 

2) Diese Formel ist also eine Yerallgemeinerang des Qreen'schen Lehrsatzes 
(siehe „Essay" , Nottingham , 1828 ; J. f. Math. 39, 44, 47 ; a. s. w.). Die hier 
folgenden Entwicklungen gehen den Qreen'schen vollständig parallel. 

3) Die Formel 3) (siehe Sommerfeld, 1. c.) gilt noch, falls 

x> «/ du Bv\ , r,( du dv\ , r„ dB dC] 

^ ./ du dv\ , ^( du dv\ , F^ dA dB] 

WO A, B, C, D, E, F stetige und differentiierhare Functionen von x und y sind. 
Per Beweis ergieht sich wie im Text. 

4) Siebe P i c a r d , Trait^ d' Analyse, I. p. 104. 

3 
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Demnach ist die rechte Seite in der Formel 3) als Doppelintegral 
in der folgenden Form zu schreiben : 

f fl/dv du e»M du dv d'v d(bv) , öf4\ 

/dv du , d*u du dv d^v . d(av) . du\] ., , 






, d*v d{av) ,d{bv) ^ ll , , 



= ff[vL(u)-uM{v)\dxdy, 

welche gerade die Formel 3) ist. 

Wenn wir nun die Formeln -p = — -r— = cos (», x) und 

dcc du 

~d~ "^ — T" "^ — cos(w, y) in Betracht ziehen, so geht die Formel 

3) in die folgende über : 

B) ff\vL{u)-uM{v)\dxdy 

= \y'^'''^~^(^^^^^^^ :r) + 6cos(w, y))Mt?U5, 

wo n die nach aussen gerichtete Normale und 8 die Curvenlänge 
bedeutet. 

Ist femer M(y) = 0, so erhalten wir 

6) ff^^(M) = / r d^"~**ön "^^^^^^^^^^ a?)+6cos(w, y))uvU5. 

Ist endlich L{u) = und M{v) = 0, so nimmt die Formel B) 
folgende Gestalt an: 

^^ y 1^ ö^""** ö»"^^^^^®^*'' a;) + 6cos(n, y))wvlds = 0. 

Nehmen wir nun an, wir hätten eine Lösung v (x, y) der Grlei- 
chung M(v) = gefunden (was im nächsten Paragraphen gelingen 
wird), welche in einem beliebigen Punkte x^, y^ des Gebietes R 
logarithmisch unendlich wird , d. h. welche gleich ZJ log r + F ist, 
wo r den Abstand des Punktes a?,, y^ von (a?, y) bedeutet , U und 
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V in dem Gebiet R durchweg stetige Pnnctionen sind und etwa 
U{x^, Vo) = 1 ist. Bei Anwendung der Formel 7) ist der Punkt 
x^j ^0 durch einen Kreis etwa von der Integration auszuschliessen. 
Die Formel 7) giebt dann, wenn wir den Kreis mit K, die Beran- 
dung des Gebiets R mit C bezeichnen, folgendes : 

8) / \v-^ u-^+(aco8(n, a;) + 6cos(n, y))Mt;[(iÄ 

^y r "öv ""**ön"*"^^^^^^**' ip)+6cos(n, y))wvU5, 

indem wir den Kreis K im negativen Sinne zu durchlaufen haben. 
Das Integral Ig auf der rechten Seite zerfällt nun in zwei Teile, 
wenn wir v = Ü'logr+F setzen. 

Ijr=y |l71ogr-^-u — ^^+(acos(ti, a;)+6cos(w, y))u.mogr\ds 

V-^ ti-^ + (aco8(n, x)+bcos(ny))u.T\d8. 

Hier ist aber das zweite Integral Jjr, regulär innerhalb K und 
wir haben nach 6) weil L{u) = 0, 

■Tr, = jf I F^ -« -^ + (o cos (»»,«) +6 cos («,y))M.Flrfs 

= -ff uM{V)dxdy. 

Da nun aber u M{ V) innerhalb K stetig ist , so verschwindet das 
Integral /jr, im Limes JC = 0. Denn wäre A der absolut grösste 
Wert von u.M(V) innerhalb K, so wäre 

\lK,\<A\ff^dxdy\ ^A.7tQ\ 
wo Q der Radius des Kreises K ist. Folglich ist 

Lim/jT, = 0. 

e = o 

In dem übrig gebliebenen ersten Integral Iki ist nun 

dUlogr TT^^ogr , , dU 

Sonach schreibt sich das erste Integral Xr, f olgendermassen : 
/jr, = j \u^-u -^ + {acoa(n, a;)+6cos(n, y))u. mlogräs 



h 



-luU^J^ds. 
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Betrachten wir hier das erste Integral /, 

/, = /jü'^-ti-^ + CacosCn, a:) + 6cos(f?, y))w. £7llogr(?5. 

Auf dem Kreise K ist aber r eonstant = ^, dem Radios des 
Kreises, sodass 

Ji = l^gW(^ä^""**"dn"'^^^^^®^''' ar)+6cos(fi, y))w.l7jfl[5. 

Dieses Integral verschwindet aber identisch nach der Formel 6), 
denn i(M) = und Af(f7) = (wie wir im nächsten Paragraphen 
sehen werden). Es bleibt nur übrig, das zweite Integral /, 



'• = -i"^ 



dlogr 



As 



und dieses Integral wird bekanntlich^) im Limes ^ = 0, gleich 
2ÄM(a:o, yo)- ^(^o> Vo)- Es ist aber lJ{x^, yj = 1. Wir haben 
folglich 

Lim/, = 2jcu{x^, yj 

und da nun I^ identisch verschwindet, und /x, im Limes verschwin- 
det, haben wir endlich: 

Lim/jr = Lim J, = 23cu(x^f yj. 

Die linke Seite der Gleichung 8) ist aber gleich /jr für alle 
Werte '^) von q, ist aber selbst von q völlig unabhängig. Es muss 
also diese Gleichung 8) auch im Limes p =s gültig sein; und 
somit haben wir die folgende Formel: 

9) 2Äu(a;^, yj = J k-^-«*ö^ + («cos(n, a:)+6cos(«, y^MvU^, 

welche für unsere späteren Entwickelungen von fundamentaler 
Bedeatimg sein wird »). 

1) Siehe Fi Card, Traitä d' Analyse, II. p. 16. Diese ganze Entwickeloog 
schUesst sich dicht an die dort stehende an. 

2) Es muss nur q so klein sein, dassiT gänzlich innerhalb des Gebiets ü liegt. 
8) Siehe Sommerfeld, 1. c. p. 515. Er giebt die Formel 

29ru(Xo, y,) = ^JjvL{u)dxdy 
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Wir haben somit die für ans interessante Sommerfeld'sche 
Formel bewiesen. Die anderen, im Anschlnss hieran von Sommer^ 
feld^ angestellten interessanten Betrachtungen*) werden wir hier 
nicht weiter verfolgen, da wir sie nicht nötig haben, sondern zom 
Beweis der oben gemachten Behauptungen übergehen. Dann wer- 
den wir im übernächsten Paragraphen die von Sommerfeld ange- 
deuteten Fragen*) über den analytischen Character der Lösungen 
von Gleichungen des elliptischen Typus behandeln. 

5) Beweis der Behauptungen des vorigen Para- 
graphen. 

In dem vorigen Paragraphen haben wir folgende Behaup- 
tungen*) aufgestellt, welche wir in diesem Paragraphen beweisen 
wollen. 

a) „Es giebt eine Lösung v {x, y) der Gleichung M{v) == 0, 
welche in einem beliebigen Punkt {x^^ yj des Gebiets R logarith- 
misch unendlich wird, d.h. welche gleich J71ogr + Fist, wo r 
den Abstand des Punktes {x^^ y^ von (a;, y) bedeutet, U und F in 
dem Gebiete JB durchweg stetige Functionen sind und etwa JJ{x^, y^ 
= 1 ist« '), 

h) Die Function U befriedigt die Gleichung M{U) = 0*). 

Demgemäss haben wir nun die folgende Differentialgleichung 
zu betrachten: 

-i\ nur \ A ^^^ ö6t; , ^ 

1) M(v)^Jf,—^—^+ev=0 

oder 

dt; , dt? . / da db 



A - ——h — JL. ( -^__\ = 

dx dy \ dx dy ) 



wo nicht notwendig L{u) = ist. Ist aber L{u) « 0, so geht diese Formel 
in die eben bewiesene über. Der Beweis gestaltet sich ganz ähnlich, wie im 
Texte. Sommerfeld giebt aber keinen Beweis an, und da die Formel neu and 
wichtig ist, habe ich mir erlaubt, im Texte einen vollständigen Beweis zu geben, 
damit das Lesen der Dissertation erleichtert würde. 

1) I. c. p. 516. Er zeigt nämlich, wie man die Formel 9) vereinfachen kann, 
wenn man eine solche Function u = Ulogr + V (deren Existenz wir im nächsten 
Paragraphen beweisen wollen) finden kann , welche auch noch am Rande C des 
Gebiets 22 verschwindet, d.h. eine Green *scbe Function. Es kommt heraus 

2nu(x^^ yo) = f^~Ä~~ ^ 9 ^o G diese Green'sche Function ist. Die Existenz 

einer solchen Function ist aber für unsere Betrachtungen unwesentlich. 

2) 1. c. p. 633. 

8) Diese Behauptungen sind von Sommerfeld 0* ^' P« ^^^) ^^^ ^ Hypo- 
thesen aufgestellt. 

4) Seite 34. 

5) Seite 86. 
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Diese Gleichung dürfen wir ersetzen durch die folgende einfachere 
Grleichung : 

2) M{v) = ^» + o,^+6,-^ + c.t; = 

indem wir einfach die analytischen Functionen 



. / da db\ 



durch die Symbole a^, 6,, c^ der Kürze halber deuten. 

Unsere Aufgabe ist, eine Lösung v(Xj y) der Gleichung 2) zu 
finden, 

3) v{x, y) = U{x, y).\og{:x? + y^ + V{x, y) 

wo ?7(0, 0) = 1 und TJ und V innerhalb JR durchweg stetige 
Functionen sind. Hier haben wir der Einfachheit halber x^ = 0, 
y^ = gesetzt, was immer durch eine reine Verschiebung der 
Coordinatenaxen zu bewirken ist. 

Um eine solche Lösung zu finden, wollen wir erst die fol- 
gende Transformation ansetzen: 

( « = i±l 

4) M="+*^ ' 

( 1] » x-ty I _ ^-r) 

\ ^ ~ 2i ' 

Durch die Transformation 4) geht die Gleichung 2) in die fol- 
gende über: 

.(l,,)-*[..(i±i,iii)+».(i±l, 15^)1 



r«, 1) - *..(ä±i, i^). 



wo a, ß, y in I, ly complexe analytische Functionen, d. h. ent- 
wickelbar in gleichmässig convergierende Reihen von den zwei 
reellen Variabein |, r^ mit complexen Coefficienten sind. 

Ferner geht die Formel 3) für die gesuchte Lösung rein for- 
mal in die folgende über: 
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6) v{l ri) = ip(l n) log (I . ij) + ^ (6, ri) ; 9>(6, n)\ « o = ^• 

ij = 

Wir wollen erst eine Lösung t;(g, ly) der Gleichung 5) von der 
Form 6) ableiten; uns aber nicht damit begnügen, da die 
so gefundene Lösung in x und y eine complexe Func- 
tion sein würde, sondern beweisen, dass der reelle 
Bestandteil der so gefundenen Lösung, v{x + iy^ ^^iy)j 
eine reelle Lösung der Gleichung 2) von der gesuch- 
ten Form ist. 

Setzen wir also den Ansatz 6) in die Gleichung 5) ein, so 
bekommen wir 

7) a(^).iog(5.,) + ßW + l-^|+j|| + (| + A)^ = 0. 

Wir suchen nun q> und ^ als reguläre Functionen von g, iy so zu 
bestimmen, dass die Gleichung 7) befriedigt wird. Da nun aber 
log(|, rj) im Punkte (0, 0) irregulär wird, muss der Coefficient 
von logd, 12) i^d folglich auch der Rest der Gleichung 7) für 
sich allein verschwinden. Demgemäss ist die Gleichung 7) durch 
folgende zwei Gleichungen zu ersetzen: 

8) Ä(9) = 

In der Gleichung 9) muss -^ + ß(p durch iy, -r^ + aq) durch J teil- 
bar sein , sonst wären wieder für ly = , bezw. | = Irregula- 
ritäten vorhanden. Es sind also 

10) ^ + ß'P = n[Mlv)] 

11) ^ + «9) = |.[B(|, ,)] 

WO A und B zwei gewisse noch zu bestimmende reguläre Func- 
tionen von g, 1} sind. 
Setze man nun 

12) 9 = l + |.?(l)+i?.Ci(i2) + 6.i?.«(6, 1?) 

wo % D, SR analytische Functionen sind. Durch den Ansatz 12) 
ist erstens die Bedingung 9 (|, rj)]^ ^q = ^ erfüllt. Setzt man 

7J = 
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ferner 12) in 10) ein, so erhält man: 

Da nun die linke Seite durch tj teilbar sein mass, haben wir : 

13) i'^^+m)+ßa, o)[i+mm = o. 

Umgekehrt, wenn ?ß(|) dieser Gleichung genügt, so ist die Glei- 
chung 10), wo A noch nicht bekannt ist, auch erfüllt für 
alle £l und 9%. Ebenso ist die Bedingung 11) mit der folgenden 
Gleichung für D äquivalent: 

14) i?^^ + O(fl) + «(0, v)[i + rß(.n)] = 0. 

Die Gleichungen 13) und 14) können nun in folgender Form ge- 
schrieben werden: 

15) ^Mi)L + ß (5, o)[i + mm = 

16) i(^M + «(o, ,)[l + ^(^)] = 0. 

Die Gleichung 15) kann nun als eine gewöhnliche Differential- 
gleichung für X(i) = l¥(|) angesehen werden. Es ist also A(|) 
aus 15) so zu bestimmen, dass A (|)]. __ q = ist. Die Gleichung 

15) ist aber in Normalform (siehe Kap. I), wonach A(|) ein- 
deutig bestimmt ist als eine analytische Function von g. Ebenso 

ist fA(ij) = ri^{ri) aus 16) eindeutig bestimmt als analytische 
Function von fj. Darnach sind also in dem Ansatz 12) $ 
und D bereits eindeutig bestimmt 

17) ¥ = ?(l); = D(ij); 

(bekannte Functionen) als analytische Functionen 
allein durch die Gleichungen 10) und 11), wo A und5 
noch unbestimmt sind, und ferner genügt der Ansatz 12) 
den Gleichungen 10) und 11), wenn wir für ?ß und D die eben 
bestimmten Functionen einsetzen, wo 91 noch ganz beliebig ist, 
wo aber A und B nach der Bestimmung von 9t als gewisse regu- 
läre Functionen auszurechnen sind. 

Es muss aber noch die Function tp in 12) die Gleichung 8) 
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befriedigen. Da aber $ nnd O bereits bestimmt sind, erhalten 
wir hier eigentlich eine Gleichung für 91. Setzt man also 

18) z(5, n) = i-n-m, v) 

oder: 

so wird folgende Identität gelten: 

oder 

äCc(5, 1^)) = Ä(i|p(S, ij))-a(i)-a(l?(6)+ijQ(ij)). 

Nan ist aber 

nach der Gleichung (8); 

a(l) = y(|, 1,) 
nnd schliesslich 

wo dj(|, ly) eine wohl bekannte reguläre Function von |, ij ist, 
denn $ und £l sind bekannt und regulär. Folglieh haben wir ftir 
% die folgende Gleichung: 

19) a(z) + *(l, i2) = 

wo d(|, ly) = tf,(|, i?) + y(|, 12) is^^ ^^d wo auch noch, da 

Hierdurch ist aber ^ bekanntlich') als eine reguläre analytische 
Function von |, vi eindeutig bestimmt. Ich werde aber doch einen 
Beweis hinzufügen, welcher einfacher als der oben citierte Gour- 
sat'sche Beweis ist. Es sei eine Gleichung folgender Form*) ge- 
geben : 

20) -|^ = «(I, ri)^ + ß% n)^ +y(S. 'j)«'+*a n) 

1) Siehe p. 29, Fassnote 8. 

2) Aehnlicherweise lautet nun auch der Beweis f&r die Gleichung 



didri 
Siehe p. 29, Fassnote 8. 



Tp(t ^^ ^« \ 
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wo a, /}, y, d analytische Functionen von |, ij sind. Wir wol- 
len zeigen, dass eine und nur eine analytische Func- 
tion von I und ij, t;(|, ij) existiert, welche der Glei- 
chung 20) genügt und die folgenden analytischen An- 
fangsbedingungen erfüllt: 

21) t;(|, ,)]j_^ = 0, t;(|, ,)]^^^ = 0. 

Es ist zu bemerken , dass es keine Verallgemeinerung ist, 
wenn die Anfangsbedingungen in der folgenden Form geschrieben 
sind : 

WO y und V' analytische Functionen und ^(O) = V'(O) sind. 

Zum Beweise des obigen Satzes denken wir uns eine analy- 
tische Function v (|, i^), welche für | = sowohl, wie für r^ = 
identisch verschwindet : 

23) v{l ri) = |.i?[ao. + «,oS + aoi^ + a2or + ---]- 

Nun können wir in der gebräuchlichen Weise durch Einsetzung 
dieser Reihe in die Gleichung 20) zeigen, dass die Coefficienten a 
der Reihe 23) rein formal in einer eindeutigen Weise als ganze 
rationale Functionen der Coefficienten der Potenzreihenentwicke- 
lungen von a, /J, y, 8 bestimmt sind, und zwar so, dass nur posi- 
tive Vorzeichen in den Ausdrücken für die a's auftreten. Folglich 
werden die absoluten Werte der ö's höchstens vergrösser t, 
wenn wir die Coefficienten in den Potenzreihenentwickelungen für 
a, /J, y, 8 durch reelle positive Constanten ersetzen, welche einen 
grösseren absoluten Wert besitzen, als die entsprechenden er- 
ersetzten (reellen oder complexen) Coefficienten. 

Es kommt also nur darauf an zu zeigen, dass die so ein- 
deutig bestimmte Reihe 23) convergiert. Zu diesem Zweck 
bilden wir nun eine Majorantengleichung. Es kann nämlich an- 
genommen werden, dass die Coefficienten in der Gleichung 20) 
alle einen kleineren absoluten Wert besitzen, als eine gewisse 
positive Constante Ä, da wir dies durch eine einfache Transfor- 
mation immer so einrichten können, falls in der That die Func- 
tionen a, ßj y, 8 in convergierende Potenzreihen entwickelbar (d. h. 
analytisch) sind. 

Betrachten wir nun die folgende Gleichung: 

^^^ ö|ö, - -* l-i-n +* (1-1-1?)' 
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Es ist nun unter den obigen Voraussetzungen klar, dass die 
Coefficienten der Gleichung 24) absolut grosser, als die entspre- 
chenden Coefficienten der Gleichung 20) sind. Eine Lösung dieser 
Gleichung ist: 

25) z = z{\, ri) = (l-l-i^r-l- 

Diese können wir aber nicht als Majorante gebrauchen, denn sie 
verschwindet weder für 5 = noch für ij = 0, 
Es sei nun aber 

26) S(g, ri) = Hl ri)-<i, v)\ = o'^^^^ "1^ = 

= (l-6-i,)-^-(l-i?)---(l-|)-^ + l 

so ist 

27) «(5, 1,) = t(i, ,) +(i-i,r +(i-ir-2. 

Nun aber befriedigt ir(|, i?) die Gleichung 24). Setzen wir 
aber den neuen Wert von z (|, iy) aus 27) in die Gleichung 24 ein, 
so finden wir, dass t(|, fj) die folgende Gleichung erfüllt: 

^(A + l)(g + (l-|)-* + (l-i?)-*-l) 

Diese Gleichung wollen wir nun als Major antengleichung ge- 
brauchen : wir hätten sie gleich zuerst angeben können , aber es 
wäre nicht so klar gewesen, wie wir sie erhalten. Jetzt aber 
sehen wir, dass die Coefficienten in 28) noch grösser sind als die 
entsprechenden Coefficienten in 24) , also erst recht grösser als 
die entsprechenden Coefficienten in 20). Wenn wir nun eine Reihe 
der Form 23) für t ansetzen, so sind die Coefficienten dieser 
Reihe eindeutig bestimmt. Es ist aber schon C (|, rfj aus der For- 
mel 26) eine solche Lösung, welche für | = und auch für i^ = 
verschwindet. Da nun aber die Coefficienten der angesetzten 
Reihe eindeutig bestimmt waren, folgt es, dass die so be- 
stimmte Reihe nichts anderes als die Function ^(|, ri) sein kann, 
denn ^(|, i^) ist doch ohne Weiteres in eine solche Reihe zu ent- 
wickeln. Folglich konvergiert die aus der Gleichung 28) eindeutig 
bestimmte Reihe, da die Potenzreihe für C(|, rf) natürlich conver- 
giert und diese zwei Reihen stimmen ja vollständig überein. 
Nun folgt aber auch aus dem bekannten KowAlewski'schen Ver- 
fahren^ dass die aus der Gleichung 20) eindeutig bestimmte Reihe 
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23) convergiert, denn die Coefficienten in der Reihe 23) sind, wie 
oben gesagt , alle absolat kleiner als die entsprechenden in der 
Beihe, deren Convergenz wir eben bewiesen haben. Damit ist 
nach dem bekannten Kowalewski'schen Verfahren der Beweis zn 
Ende, and wir dürfen sagen: Es giebt eine and nar eine 
analytische Fanction t;(|, rj), welche der Gleichang 
20) bezw. 19) genügt and welche für | = and aach 
für iy = identisch verschwindet. 

Aas der Gleichang 19) ist also % als eine regaläre analy- 
tische Fanction von | and 17 eindeutig bestimmt ; folglich ist aach 
9i(|, fi) eindeatig bestimmt. 

Nan sind aber in 12) die Fanctionen^, O, 91 sämt- 
lich eindeatig bestimmt. Folglich ist aach^) darch 
die Relation 12) eindeatig bestimmt. 

Nan erst, da 9 bestimmt ist, können wir aas 10) and 11) 
die Fanctionen A and B aasrechnen. Und es folgt, dass A and 
B reguläre Fanctionen sind, denn wir haben ^ and D so be- 
stimmt, dass sie 13) and 14) erfüllen. A and B sind also jetzt 
als bekannte regaläre Fanctionen anzusehen. 

Wir können nun endlich die Gleichung 9) für ^ ausrechnen. 
Es ist nach 10) und 11) f so zu bestimmen als reguläre Function 
von I, 17, dass f der folgenden Gleichung genügt: 

Sl(^) + A (6, 1,) + B (I, 1,) = oder 

a(v.) + r(|, i,) = p 

wo r = A + B eine reguläre Function von | und ij ist. Nun 
aber dürfen wir bekanntlich ') irgendwelche analytische Anfangs- 
bedingungen vorschreiben, z.B. dass ^ für | = sowohl, wie 
für ri = verschwinden soll, und dennoch wird eine Losung 
der Gleichung 29) ^(|, 17) zu finden sein, welche in | und 17 ana- 
lytisch ist. Es bleibt also noch eine grosse Willkür übrig, wie 
wir die Function ^ wählen wollen, und zwar ist die Mannigfaltig- 
keit dieser Willkür gerade die von zwei willkürlichen analytischen 
Functionen *). 

Nehmen wir irgend eine reguläre Lösung ^(|, 17) 
der Gleichung 29), z.B. diejenige, welche durch die 



1) Siehe FoBsnote 8, p. 29. 

2) Den feigenden erlaubten Anfangsbedingungen entsprechend 

*]{ a- == ^»^^)' *1|| = = ^«^^^ 
wo tf| und tf, beliebige analytische Functionen sind. 
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Anfangsbedingungen 

eindeutig bestimmt ist, so ist die Function t;(|, rj) 

31) V (I, n) = 9 il v) log (6, n) + * (6, v) 

wo 9 die oben eindeutig bestimmte reguläre Function 
und V' die oben gewählte reguläre Lösung der Glei- 
chung 29) ist, eine Lösung der Gleichung B) und zwar 
ist sie von der gewünschten Form, denn y(|, ij)L _^ 

ij = 
ist gleich 1. 

Damit ist aber noch nicht unsere Behauptung bewiesen, denn 
r(|, ri) = v{x + iy, x — iy) ist in x und y nicht eine reelle Lö- 
sung der Gleichung 2). Betrachten wir aber die Function v^ {x, y\ 

v^{x, y) = v{x + iy, x-iy) = t;(g, ij) 

= ^Mi y)+i^iip^ y) 

wo v^ der reelle, v, der imaginäre Bestandteil von v^{Xy y) ist. 
Diese Function t;,(a;, y) ist wenigstens eine Lösung der Gleichung 
2), sodass M{v^ identisch in x und y verschwindet. Es ist also 

M{v,) = M{v;) + iM{y) = 

und demnach müssen der reelle und der imaginäre Teil für sich 
verschwinden. Folglich verschwindet M{v^)^). Ferner aber ist 

v^{Xj y) = Reellen Bestandteil von r, (a:, y) 
= R. B. von v{x + iyy x — iy) 

wo R. B. den reellen Bestandteil bedeutet, 

= R. B. von [q){x + iy, rr-iy) log(a;" + y') + ^(a; + iy, x—iy)] 
= [R.B. von ip{x + iy, x—iy)] log {x*+y*) + [R. ß. von ^(a?+ty, x—iy)] 
32) = 9, (x, y) log {x* + y») + f^ (x, y) 

wo 9, und ^^ die reellen Bestandteile von 9 bezw. if, also zwei 
reguläre reelle Functionen von x, y, bedeuten. Endlich haben wir 

9 (61 v)]t — ~ ^ ^^^ folglich ist auch y , (Xj y)]^ = ~ "'• ^* j* 

n =0 y =0 

X und y verschwinden, wenn und nur wenn £ und ij verschwinden« 

1) Und zwar yenchwindet auch M(Vi). Vi befriedigt aber ansere anderen 
VoraoMeUangen nicht. 
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Wir haben also in v^(Xj y) eine Lösung der Gleichung 2) von der 
gewünschten Form vor uns. Jetzt dürfen wir also die im 
vorigen Paragraphen aufgestellte und benutzte, 
am Anfang dieses Paragraphen wiederholte Behaup- 
tung a) als bewiesen ansehen. 

Die zweite Behauptung b), welche wir am Anfange dieses 
Paragraphen uns zum Beweis aufgestellt haben, ergiebt sich nun 
von selbst. Es wurde gesagt , dass U in den Variabein Xj y der 
Gleichung M{TJ) = genügen muss. Wir haben aber gesehen, 
dass tp in den Variabein |, ri der Gleichung il((p) = genügt, 
was durch die Formel 8) ausgedrückt wird. Wenn wir tp als 
Function von x und y durch die Transformation 4) ausdrücken, 
so muss die so transformierte Function (p{x + iy, x—iy) der Glei- 
chung 2) genügen 

M{(p{x + iyj x-iy)) = 0. 

Da nun aber die Gleichung M{v) = in t; homogen und linear 
ist, so muss doch der reelle Bestandteil von tp derselben Glei- 
chung genügen. Folglich ist 

M{fpX^, y)) = 

oder da TJ{x^ y) = ^^(a:, y) ist nach den Formeln 3) und 32), er- 
halten wir 

M{TJ(x, y)) = 

was wir eben beweisen wollten. 

Sonach ist die zweite Behauptung bewiesen, und folglich 
dürfen wir die Sätze des vorigen Paragraphen als völlig bewiesen 
anerkennen. 

6) Jede lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung des elliptischen Typus besitzt 
nur analytische Lösungen. 

Jetzt wollen wir die obigen Sätze zu dem schon erwähnten 
Zweck anwenden, nämlich um den analytischen Character der Lo- 
sungen von linearen Gleichungen des elliptischen Typus zu unter- 
suchen. Ich habe schon im zweiten Paragraphen dieses Kapitels 
(p. 28) den schon bekannten Satz von Picard citiert und gesagt, 
dass es sich hier nur um eine Bestätigung dieses Satzes handelt, 
durch einen Beweis, welcher dem bekannten Biemann'schen Be- 
weis*) für die Potentialgleichung Ju =^ sehr ähnelt, welcher 

1) Siehe Riemann, Dias. Göttingen (1851) Art. 10 (Werke p. 21); Bruns, 
J. f. Math. 81 (1876) p. 849 ; and für die Oleichong Ju-^k^u ^ siehe 
H. Weber, Math. Ann. 1 (1869) p. 1 § 1. 
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also einfacher und natürlicher ist als der schon citierte von Paraf 
nach Andeutungen von Picard auf ganz anderem Wege ausge- 
führte Beweis. 

Der Beweis, den wir hier führen, ist zwar schon in den obi- 
gen Paragraphen fast zu Ende gebracht. Im Paragraphen No. 4 
p. 36, Gleichung 9) haben wir nämlich die folgende Relation ab- 
geleitet, die wir hier wiederholen wollen, um sie vor Augen zu 
haben : 

1) 2jeu{x,, yj =/[^:ä^"" äJ +(^^^^ (^' x) +h cos (n, y))uv ds. 

Wir brauchen nur den von Sommerfeld 1. c, p. 533 angedeuteten 
Gedankengang zu benutzen, um den Satz zu behaupten. Zu diesem 
Zweck möchte ich mir erlauben, von dem Sommerfeld'schen Referat 
(1. c, No. 8, p. B34) eine Stelle abzuschreiben. Der betreffende 
Paragraph lautet also folgendermassen : 

„Der wesentliche Unterschied zwischen den Lösungen der 
Differentialgleichungen vom elliptischen und hyperbolischen Typus 
beruht in folgendem (in dieser Allgemeinheit noch nicht bewie- 
senem) Satze: Die stetigen Lösungen einer elliptischen 
Differentialgleichung sind notwendig analytische 
Functionen der unabhängigen Variabein, die ste- 
tigen Lösungen einer hyperbolischen Differential- 
gleichung sind es im Allgemeinen durchaus nicht. 
Voraussetzung des Satzes ist natürlich, dass die in der Differen- 
tialgleichung selbst vorkommenden Functionen analytisch (II. A. L 
No. 12) sind, insbesondere also bei einer linearen Differential- 

gleichung ^) , dass die Coefficienten von u, -^, . . . analytische 

Functionen von x und y bedeuten." ^ ^ ^ »-^^r die elliptischen 
Differentialgleichungen *), auf welche sich die einschlägigen Unter- 
suchungen im wesentlichen beschränken, lässt sich der Inhalt des 
in Rede stehenden Satzes folgendermassen näher präcisieren: 
Selbst bei ganz willkürlich vorgeschriebenen nicht - analytischen 
Randwerten von u auf der Begrenzung von B wird die Lösung 
im Innern von R eine analytische Function von x und y, wenn 



1) Hieraas lässt sich erkenDOD , dass Sommerfeld in der obigen Behauptung 
nicht nur lineare, sondern irgend welche Gleichungen vom elliptischen Typus 
meint, was nicht ohnehin klar wäre, denn er sagt auch „Gleichungen vom ellip- 
tischen Typus" wo nur lineare Gleichungen vom elliptischen Typus gemeint 
sind, z. B. 1. c. p. 534. Siehe nächste Fassnote. 

2) Hier 2. B. ist von linearen elliptischen Gleichungen die Bede. 
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die Coefficienten der Differentialgleichangen innerhalb B analy- 
tische Function von x und y sind. 

Zum Beweise bietet sich am natürlichsten der Green' sehe Satz 
ans No. 3, Gleichung 9) dar^). Kennt man nämlich irgend eine 
Lösung V der adjungierten Gleichung M{v) =: 0, welche im In- 
nern von B an einem beliebigen Punkte wie logr unendlich wird 
und sich im übrigen analytisch verhält, so zeigt die genannte 
Gleichung unmittelbar, dass jede Lösung u der vorgelegten 
Gleichung L{u} = 0, welche den der Ableitung des Green' sehen 
Satzes zugrunde liegenden Voraussetzungen ertspricht, analytisch 
wird« In der That kommen in dieser Gleichung die Variabein x 

und y nur unter den Functionszeichen v und -r— vor. Ob dieBe- 

äfi 

grenzung von B eine analytische Kurve ist und ob die auf ihr 

vorgeschriebenen Randwerte analytischer Natur sind, ist dabei 

völlig gleichgültig." 

Nun aber haben wir in den obigen Paragraphen gerade so 
eine Lösung v{x, y) der Gleichung M{v) = 0, wie es in diesem 
Auszug von Sommerfeld verlangt wird, und der Beweis ist 
also ohne weiteres fertig. 

Wir wollen aber den Gedankengang genau auseinandersetzen, 
welcher oben citiert ist. Erstens können wir uns den Punkt 
(a?o, yj in der Formel 1) variiert denken, denn diese Formel 
gilt ja für alle Punkte x^, y^ innerhalb des Gebiets B. 

Nehmen wir also an, wir hätten eine Lösung u(a;, y) der fol- 
genden gegebenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
des elliptischen Typus gefunden: 

2) L{u) = ^« + «^ + 6^ + cu = 

wo a, b^ c analytische Functionen von x und y sind, in einem Gre- 
biet Q der {x^ y)-Ebene. Es sei diese Lösung ii (x, y) stetig samt 
ihren ersten zwei Ableitungen in einem Gebiet B innerhalb G. 
Es sei nun in B irgend eine analytische doppelpunktslose Kurve ') 
(z. B. ein Kreis) k^ gezogen. Dann ist nach der Formel 1) die 



1) Diese ist im Wesentlichen die obige Gleichung 1) p. 47. Siehe auch 
Gleichung 9) § 4 p. 86 und Fussnote 8 p. 86. 

2) Die unabhängigen Yariabeln der Gleichung M{v) = sind nun aber mit 
(, 1] bezeichnet, die Coordinaten des Punktes, in dem v (£, ti) unendlich wird, da- 
gegen mit X, y. Die Function v ist also eigentlich eine Function der vier Ar- 
gumente S, 1], x^ yx V = v{i, ri\ x^ y) , denn wir denken uns hier die Coordi- 
naten Xf y als variabel. 
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Function u(x, y) durch die folgende Formel darzustellen*): 

3) u{x, y) = /[^ öJ"-**ä^ + (^^<^s(^' S)+6co8(«, i2))Mt;]ds 

wo nun die Variabein x und y) in 1) hier durch | und ij, dagegen 
Xq und y^ in 1) hier durch x und y, ersetzt sind; und wo v wie 
früher eine Losung der zu 2) adjungierten Gleichung M{v) = 
ist'), welche im Punkte x^ y logarithmisch unendlich wird. 

Aus dieser Darstellung lässt sich aber nun schliessen, gerade 
wie Riemann in seinem oben citierten Beweis für die Laplace'sche 
Gleichung es gethan hat , dass u {x, y) eine analytische Function 
von X und y sein muss. Es kommen nämlich unter dem Integral- 

zeichen die Variabein x und y nur in den Functionen v und -r— 

vor, denn die Function u unter dem Integrationszeichen hängt ja 
nicht von dem Punkte (rr, y) in dem v logarithmisch unendlich 
wird, ab, sondern ist auf der Integrationskurve k nur als Func- 
tion der Integrationsvariabein £ und ij anzusehen. Sonach sind 

die Functionen u und -^ stetige Functionen der Integrationsva- 

riabeln | und ij allein. Die Functionen v und -^ sind dagegen 

reguläre analytische Functionen der laufenden Parameter x, y 
(welche bei der Integration als Parameter anzusehen sind), wenn 
S, iti constant sind, sowohl wie sie reguläre analytische Functionen 
von den Integrationsvariabein S, ri sind, wenn x, y constant sind, 
denn die Entwickelung der Function t;(g, ij; x, y) schreitet ja in 
positiven Potenzen von (6—^) ^iJ^d (ri — y) fort. Demnach ist das 
Integral bekanntlich ^) eine analytische Function der zwei Inte- 
grationsparameter X und y innerhalb der Curve Je. Es ist also 
die oben angenommene Lösung u{Xj y) der Gleichung 2) innerhalb 
der Curve k analytisch. Da aber jeder Punkt des Gebiets JB, in 
dem Function u nebst ihren ersten zwei Ableitungen existiert und 



1) Im Falle eines Kreises lässt sich diese Formel noch einfacher in folgen- 
der Form schreiben: 

«*(«, y) =y'^^^^U-g^--w-g^(acos9 + 5sin9)ut?jd5. 

2) Diese Cnrve k muss übrigens so klein gewählt werden^ dass sie gänzlich 
innerhalb des Konvergenzbereichs der Function t^d, i]; x, y) liegt. 

8) Yergl. Riemann, 1. c. Der betreffende Satz ist am leichtesten durch 
eine Umkehrang des Cauchy'schen Satzes zu beweisen. 

4 
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stetig ist, durch eine solche Kurve umgeben werden kann, welche 
innerhalb des Convergenzbereichs der dort logarithmisch unend- 
lich werdenden Function v liegt , so muss u {x, y) im ganzen Ge- 
biet B analytisch sein. 

Nun aber sahen wir, dass eine jede lineare Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 

durch eine reelle analytische Transformation in eine Gleichung 
der Form 2) verwandelt werden kann, in einem Gebiet 6r, inner- 
halb dessen A, Bj Cj D, E, F analytische Functionen von x, y 
und ÄC-B*>0 ist^). 

Dementsprechend dürfen wir den oben abgeleiteten Satz in 
voller Allgemeinheit in folgende Worte fassen, indem wir alle 
Annahmen berücksichtigen, deren Gebrauch uns in dem Beweise 
wesentlich gewesen ist: 

Die nebst ihren ersten zwei Ableitungen in 
einem Gebiet B der (a;, y)-Ebene existierenden und 
stetigen Lösungen der linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 4) sind analytische Func- 
tionen der Variabein x und y in dem ganzen Bereich^) 
Hf welchen das Gebiet B und das Gebiet G gemein 
haben, wo die Coefficienten A, B, C, D, E, F der Diffe- 
rentialgleichung 4) in dem Gebiet G analytisch sind, 
und übrigens die Relation AC—B^^^O erfüllen, 

7) Singulare Punkte bei Lösungen elliptischer 
Gleichungen. 

Zu diesen Ueberlegungen möchte ich noch eine Bemerkung 
hinzufügen. Es ist von Sommerfeld, 1. c, p. 536 und auch sonst 
verschiedentlich erwähnt, dass für alle elliptischen Gleichungen, 
für welche das Randwertproblem in allgemeinster Form auf an- 
dere Weisen gelöst werden kann, Lösungen gefunden werden 
können, welche eine beliebig gewählte Curve als singulare Linie 
haben. 

Noch eingreifender in die Theorie dieser Gleichung ist viel- 
leicht die folgende Sommerfeld'sche Behauptung, (L c, p. 635): 



1) Siehe p. 27, 28. 

2) Dieser Bereieh H sowohl, wie die Gebiete B aod G können natürlich 
mehrfach zusammenhängend sein, oder aus getrennten Stücken besteben. 
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^Bezeichnet man ferner einen Pankt, in dessen Umgebung die 
Entwickelang nach positiven Potenzen von {x—x^ und {y — y^) 
versagt, als singulär, so wird man vermutlich hinzufugen dürfen: 
Auch die singulären Punkte können bei den Lö- 
sungen der** (linearen)*) ^^elliptischen Differential- 
gleichung jede beliebige Lage haben." 

Nun haben wir gerade so eine Lösung in dem letzten Para- 
graphen gefunden. Denn die Gleichung M{v) = ist doch eben 
so gut die allgemeinste lineare Gleichung des elliptischen Typus 
wie die Gleichung L{u) = 0, und wir haben doch eine Lösung 
dieser Gleichung 

v(x, y) = U{x, y) log r+F(a;, y) 

gefunden, welche in einem beliebigen Punkte logarithmisch unend- 
lich wird. Sonach ist die obige Sommerfeld'sche Behauptung be- 
wiesen, wenn wir mit Sommerfeld unter „elliptischen Differential- 
gleichungen' eine lineare elliptische verstehen. 

Dieser Satz ist für elliptische Gleichungen von eingreifender 
und characteristischer Bedeutung. Es wird bewiesen, dass Sin- 
gularitäten sich bei jeder Gleichung zweiter Ordnung längs der 
Characteristiken fortpflanzen^). Nun aber sind bei elliptischen 
Gleichungen Characteristiken imaginär ^) , sodass der obige Satz 
bei elliptischen, aber bei keinen andern Gleichungen gültig 
ist. Keineswegs so characteristisch ist der Besitz von Lösungen 
mit singulären Curven, denn solche kommen auch bei hyper- 
bolischen und parabolischen Gleichungen vor'). Wir dürfen aber 
nach dem Obigen folgenden Satz aussprechen : Die elliptischen 
linearen Differentialgleichungen (aber keine an- 
deren linearen Differentialgleichungen) besitzen 
Lösungen mit isolierten punktförmigen Singulari- 
täten; und zwar ist hierbei der singulare Punkt 
für eine jede Gleichung beliebig. Dieser Satz könnte 
also möglicherweise als Definition der linearen elliptischen 
Gleichungen aufgefasst werden. 

Dass derselbe Satz für irgend eine elliptische (nicht lineare) 
Gleichung gilt, ist zu vermuten, ist aber noch nicht bewiesen 
worden« 

1) Es ist doch auB dem Zasammenhange klar, dass er lineare Qleichangen 
meint. 

2) Siehe P. duBois-Reymond, J. f. Math. 104 nnd Sommerfeld, 
1. c. p. 512 and p. 537. 

8) Siebe £. Delassas, J. d. Math, (5) 4 (1898) art. 28 et seq. und 
P. Appell, J. d. Math. (4) 8 (1892) § 8 n. 9. 



- 52 — 
Kapitel IV. Die Liouville'sche Qleichung Ju = e". 

1) Einleitung. 

In dem obigen Kapitel haben wir gesehen, dass alle stetigen 
Lösungen von linearen elliptischen DiflFerentialgleichungen zweiter 
Ordnung analytisch waren. Obwohl nun aber die Richtigkeit 
dieses Satzes, wie oben erwähnt, auch für nicht-lineare ellip- 
tische Grleichungen zu vermuten ist , ist der Beweis immer noch 
nicht geleistet, und demgemäss entsteht wieder für solche nicht- 
lineare elliptische Gleichungen noch die Eindeutigkeitsfrage der 
Kowalewski'schen Lösungen. Da aber der analytische Character 
der Lösungen solcher Gleichungen so wahrscheinlich ist, lohnte es 
sich ja, die Kowalewski'sche Eindeutigkeitsfrage nur vorüber- 
übergehend zu untersuchen, etwa als Hilfssatz zu einem vollstän- 
digen Beweise des unbedingt analytischen Characters der Lo- 
sungen. 

Nun aber gelingt in der That ein solches Verfahren in dem 
Fall der sonst sehr oft in Frage kommenden LiouviUe'schen Glei- 
chung: 

1) Ju = e. 

Schreiben wir nämlich die folgenden Kowalewski'schen Anfangs- 
bedingungen vor: 



da; 



x=z 



WO 9? und ^ zwei willkürliche analytische Functionen von y sind, 
so gilt der folgende Satz : 

Es giebt nur eine, nebst ihren ersten zwei Ab- 
leitungen stetige Lösung u(x, y) der Gleichung 1), 
welche den analytischen Anfangsbedingungen 2) ge- 
nügt, und diese Lösung ist die analytische Eowa- 
lewski'sche Lösung. 

Für den Beweis dieses Satzes werde ich an dieser Stelle auf 
eine versprochene Arbeit von Holmgren verweisen, welche in 
der nächsten Zeit in den Mathematischen Annalen er- 
scheinen soll. Es wird also in diesem Kapitel unsere Aufgabe 
sein, den unbedingten analytischen Charakter sämtlicher Lö- 
sungen dieser Gleichung festzustellen, eine Eigenschaft, welche so- 
wohl für diese, wie für alle anderen elliptischen Gleichungen 
(siehe letztes E^pitel) verschiedentlich behauptet, dagegen bis 
jetzt nie bewiesen worden ist. 
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2) Alle Losungen der Lionville'schen Gleichung 
Ju ^ c" sind analytisch. 

Der eben ausgesprochene Satz soll uns nur als ein HUfssatz 
dienen zum Beweis des analytischen Characters sämtlicher Lö- 
sungen der Liouvüle'schen Grleichung 

1) du = C-. 

Wenden wir nun die folgende Transformation an: 

2) ti = log^, 

so geht die Gleichung 1) in die folgende Gleichung über: 

3) ^(logO = t. 

In dieser Form kommt die Gleichung in den Anwendungen häufig vor. 
Es sei nun 

>i\ ^ öa dv 

*) ' = ^+äF 

gesetzt, wo die folgende Relation gilt: 

KV du dv ^ 

dy öx 

Nach der Gleichung 5) sind u und v die ersten Ableitungen einer 
geeigneten Function ©(x, y) 

p. dm dm 

mid folglich: 

, du dv ö*© ö"© . 

Es ist aber t = J(logt) nach 3), also folgt 

7) J(logt-'a)) = 0, 

woraus wir später Schlüsse ziehen werden. 

Wenn nun t bekannt ist, und ebenfalls u und v so bekannt 
sind, dass 4) befriedigt ist, müssen u und v die Gleichung 3) be- 
friedigen , wo t durch seinen Wert aus 4) ersetzt ist. Setzen wir 
nun in u und v statt x und y die neuen Variabein | und i} ein, wo 



8) I S = ^ + iy 



{ 
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so müssen die transformierten u und v die dorch die Transfor- 
mation 8) aus 3) erhaltene Grleichong befriedigen: 

') ^-'. 

wo wieder für t sein Wert aus 4) eingesetzt zu denken ist, was 
wir aber wegen 5) in folgender Form schreiben können: 

d (li + iv) da^ 

wo £f =: u + iv ist. 

Setzen wir nun dies in 9) ein und integrieren wir nach ij, so er- 
halten wir, indem wir wieder x^ y einführen: 

10) -^+*^ = « + it, + ^(..y)+tB(a.. y). 

Hieraus sehen wir nun, dass irgend eine Losung der Grleichung 3) 
in u und v folgendermassen lauten muss: 

» . ^-^(^ y) 
11) , 

Ferner sehen wir durch directe Substitution in der Gleichung 
3), indem wir die Relationen 4) und B) in Betracht ziehen, dass 
die folgenden Gleichungen statthaben müssen: 

ION I ö^ öy 

dy dx 

woraus sich schliessen lässt, dass Ä und B harmonische Func- 
tionen sind, d. h. A und B beide der Gleichung z/9 = genügen. 
Folglich sind bekanntlich Ä und B analytische Functionen von x 
und y. Umgekehrt, wenn A und B den Gleichungen 12) genügen, 
stellen die Gleichungen 11) stets eine Lösung der Gleichung 3) 
dar. In 11) aber ist t eigentlich durch seinen Wert aus 4) zu 
ersetzen. Thun wir dies, so erhalten wir, indem wir die Identität 

^ = —7- ^ Betracht ziehen : 
dx t 
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du 
wo w. = -r— u. s. w. bedeuten. 

ox 

Die Gleichungen 13) sind also der Gleichung 10) äquivalent, 
oder auch der folgenden Gleichung, welche nur die Gleichung 10) 
wieder in den Variabein J, tj ist : 

oder, indem wir t und u + iv durch ihre Werte ersetzen, und die 

-^ 
Identität ^^ = —r- in Betracht ziehen : 



dSäri dri ^' dri 

Integrieren wir nun nach iy, so erhalten wir, indem wir wieder 
die Resultate in den Variabein x, y schreiben: 

d{u + %v) . d{u+%v) _ 
dx dy 

u'-'V^+2iuv+(A + iB){u + iv)+D(x, y) + iE(x, y). 

Hieraus können wir wieder nur folgern, indem wir die reellen und 
imaginären Teile vergleichen, dass die Lösungen der Gleichungen 
13) von folgender Form sein müssen : 

. . I ^.-^-(^'-0-(^ti-.JBt;) = D{x, y) 

\ w, + t;.-2wt;-(^t; + B?0 == E{x, y)' 

Nun setzen wir die Gleichungen 14) in 13) ein und beachten die 
Relationen 5), 12), so erhalten wir: 

— — = 

. dx dy 

15) { j 

^^^ = 

dy dx 

woraus man sieht, dass C und D harmonische Functionen von x 

und y sein müssen, und zwar ist diese Bedingung auch hinreichend. 

Die oben angenommenen Functionen u und v müssen also die 

Gleichungen 14) befriedigen, wo A, B und D, E zu einander con- 



— 56 - 

jugierte harmonische Fmxctionenpaare sind, wo also A, Bj D, E 
wenigstens analytisch in x, y sind, denn alle Lösungen der Grlei- 
chong J^ = sind analytisch. 

Ziehen wir nnn die Gleichungen 6) in Betracht und ersetzen 
wir u und v durch «„ resp. «^. Dann erhalten wir folgende zwei 
Gleichungen für «: 

16) ^^-^r, = «!-<+^«.-^»,+D 

17) 2»^ = 2(ö.i»,+^tt>, + JB<».+i?. 

Differentiieren wir nun 16) nach x und 17) nach y, so erhalten wir : 

2«^ = 2«.ai^ + 2fli^«„+^,«,+ ^ai^+JB,(ö.+ J5«^ + JF,. 

Aus diesen zwei Gleichungen und den früheren 16) und 17) können 
wir w^, «^ und «„ eliminieren, und erhalten 

18) «.«. = -Bi(«., «,, «„, aJ, y), 

wo JJ, in (ö„ (ö^, «„ rational, und in x und y analytisch ist. 
Differentiieren wir noch einmal nach a;, so erhalten wir 

««« = ^.(®., «,, a>„, cö^, «_, i», y), 

woraus und aus den Gleichungen 17) und 18) wir w, und <»., durch 
rationale Prozesse eliminieren können. Dann folgt: 

19) ««. == i?3(«., «„, w„., rc, y), 

wo JRj in «., «„, «„, rational und in x, y analytisch ist. 

Ebenso können wir für « eine Gleichung, in der nur Ablei- 
tungen nach y vorkommen, ableiten : 

20) «^ = B,K, «„, «^, X, y). 

Die Gleichung 19) kann nun als eine gewöhnliche Gleichung für 
ö) als Function von x angesehen werden, indem y als Parameter 
betrachtet wird. Ebenfalls kann 20) als eine gewöhnliche Glei- 
chung für ft» als Function von y angesehen werden, indem x als 
Parameter aufgefasst wird. Nun aber, da alle Lösungen einer 
gewöhnlichen Gleichung analytisch sind (siehe z. B. Kapitel 1), 
folgt, dass ft» als Function von x, für constantes y eine analy- 
tische Function von x allein ist; und umgekehrt, dass w als Func- 
tion von y allein (d. h. für ic = constant) analytisch ist. Ebenso 
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folgt, dass <0y und ^, in y allein oder in x allein beide analytisch 
sind, aas den Gleichungen 17), 19), 20). 

Es folgt aber nun keineswegs, dass « als Function von o; u n d 
y analytisch ist. Wir können aus dem Obigen beweisen, dass 
alle Ableitungen von w analytische Functionen von x allein und 
von y allein sind. Aber auch dies würde uns den Bewei? nicht 
leisten. 

Wir wollen erst die Relation 7) in Betracht ziehen. Es ist 
nun klar, da log(^) — « der Laplace'schen Gleichung genügt, dass 
1^S(0~^ ®i^ö analytische Function von a; und y ist, gerade wie 
wir oft hervorgehoben haben. Folglich muss log^ alle Eigen- 
schaften des analytischen Characters besitzen , welche « besitzt. 
Z. B. da. 60 mit seinen ersten Ableitungen in x allein und in y 
allein analytisch ist, muss auch log^ mit seinen ersten Ableitungen 
in X allein und in y allein analytisch sein, denn die Function 
log^— « könnte sonst unmöglich in x und y analytisch sein. Da 
nun irgend eine Lösung u(x, y) der Gleichung 1) in eine Lösung 
i{Xj y) der Gleichung 3) durch die Transformation 2) übergeht, so 
ist es klar , dass auch u (a;, y) und ihre ersten Ableitungen in x 
allein und in y allein analytisch sind. Wir wollen aber nur in 
Betracht ziehen, dass irgend eine solche Lösung u{Xj y) der Glei- 
chung 1) nebst ihrer ersten Ableitung nach o?, — \^ , für x = Q 

in analytische Functionen von y übergehen. Wir haben ferner 
in dem vorigen Paragraphen gesehen, dass irgend eine Lösung der 
Gleichung 1), welche nebst ihrer ersten Ableitung nach x für a; = 
in analytische Functionen von y übergehen, notwendigerweise ana- 
lytische Functionen von a; und y sind. Da nun u{x^ y) diese 
Eigenschaften besitzt, ist es doch klar, dass u{x, y) m x xmii y 
analytisch ist. Folglich dürfen wir den gesuchten Satz folgender- 
massen aussprechen: 

Die stetigen Lösungen der Liouville'schen Glei- 
chung 1) sind analytische Functionen von x und y. 

An dieser Stelle möchte ich noch kurz eine Bemerkung zu 
einer möglichen Veränderung des Beweises hinzufügen. 

Wendet man die folgende Transformation 

ax+hy 
X, = 



21) { ' ~ «* + *' 

hx — ay 
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auf die Gleichung 1) an, so geht sie in sich selbst über. Aus dieser 
Thatsache lässt sich nun schliessen, dass die obengenannten Eigen- 
schaften der Lösungen auch nicht nur für x = constant nnd y = 
constanty sondern sogar für irgend eine Gerade statthaben, ohne 
dass wir die Resultate des vorigen Paragraphen benutzen. Es sind 
also u (Xj y) und ihre sämtlichen Ableitungen analytische Functionen 
längs irgend einer Geraden. Wenn wir nun nur den sehr wahr- 
scheinlichen Satz hätten, dass eine solche Function, welche 
nebst ihren sämtlichen Ableitungen längs irgend einer Geraden 
analytisch ist, selbst in x und y analytisch ist, so könnten 
wir natürlich unsern Schluss machen, ohne den Satz des vorigen 
Paragraphen in Betracht zu ziehen, und zwar könnten wir dann 
umgekehrt die dort erhaltenen Resultate entschieden leichter aas 
diesem Satze ableiten. Vorläufig ist mir aber von einem Beweise 
eines solchen Satzes noch nichts bekannt, auch ist es mir nicht 
gelungen, einen solchen abzuleiten. 

3) Transformation der Laplace'sch en Gleichung 
in die Liouville'sche. 

Schliesslich wollen wir die folgende Transformation ins Auge 
fassen : 

22) e- = 2MHi)_. 

Diese Transformation, welche mir aus der Theorie der automorphen 
Functionen eingefallen ist, hat zunächst die merkwürdige Eigen- 
schaft, alle Lösungen der Gleichung 

a) Jz = Q 

in Lösungen der Liouville'schen Gleichung 
ß) Ju = c** 

zu übertragen, wie durch eine einfache Rechnung direkt zu 
beweisen ist. Ferner aber kann man sich davon überzeugen, dass 
aus den reellen Lösungen von a) durch die Transformation 22) 
alle reellen Lösungen von ß) hervorgehen. Wir haben nämlich 
gesehen, dass alle Lösungen der beiden Gleichungen a), ß) analy- 
tisch sind. Folglich dürfen wir die imaginäre Transformation: 



23) I 



l = x-{-iy 
r = x—iy 
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ohne weiteres ansetzen , wodurch die Lösungen der zwei Glei- 
chungen a) und ß) respective in die Lösungen der zwei folgenden 
Gleichungen übergehen: 

Die allgemeinste Lösung von y) ist nun folgende: 

r = 9>(l)+*(tj), 

wo q) und i> beliebige Functionen sind. Und nun erhalten wir 
durch die Transformation 22): 



e" = 2- 



/ a[y(i)+ »(t?)] \.^ / a[y(l)+»(i?)] y 



oder 

dy(j?) (?»(i;) 

womit wir erstens die gewohnliche Form der Lösnng der Glei- 
chung d ohne grosse Mühe abgeleitet haben. Diese Lösung der 
Gleichung d) ist aber bekanntlich die allgemeinste Lösung *). Folg- 
lich sehen wir, dass alle Lösungen der Gleichung d) aus den Lö- 
sungen der Gleichung y) durch die Transformation 22) hervorgehen. 
Folglich gehen auch alle Lösungen der Gleichung ß aus den Lö- 
sungen der Gleichung a) hervor, durch die Transformation 22). 
Ist also B{x, y) irgend eine willkürliche harmonische Function von 
X und y, so ist 



u = 2- 



(f)Mf)" 



R' 



die allgemeinste reelle Lösung der Gleichung ß). Denn alle Lö- 
sungen der Gleichung ß) sind analytisch, können also in die Lö- 
sungen der Gleichung S) durch die Transformation 23) übergeführt 
werden. 



1) Siehe z. B. Darbonx, Th^rie des Sorfaoes. III. 
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Kapitel V. Die Lösung der allgemeinen Randaufgabe fftr 

die Liouville'sche Gleichung ^u = e nach der neuen Hil- 

bert'schen Methode för die Laplace'sche Gleichung. 

1) Einleitung. Die im letzten Kapitel behandelte Lionvüle'sche 
Gleichung ^w = e" ist bekanntlich für veschiedene Gebiete der 
Mathematik von wesentlicher Bedeutung, namentlich fiir die Theorie 
der Flächen konstanter negativer Krümmung *) und für die Theorie 
der automorphen Functionen, deren Fundamentalproblem von ihrer 
Losung bekanntlich*) abhängt. 

Es wird sich hier nur darum handeln , die allgemeine Rand- 
aufgabe für diese Gleichung zu betrachten und eine Skizze einer 
Methode anzugeben, wodurch diese Aufgabe zu lösen ist. Was 
die Anwendung dieses Problems betrifft, sowohl für das Fun- 
damentalproblem der automorphen Functionen, wie auch für 
andere Theorien, soll hier nicht zur Sprache gebracht werden; es 
wird wohl genügen, auf die Abhandlungen von Picard *) und Poin- 
carö*) an dieser Stelle zu verweisen. 

Die Methode, die ich hier rasch discutieren will, ist eine 
Verallgemeinerung der Methode, welche Hubert für das Dirich- 
let*sche Princip schon öffentlich angedeutet **) hat , und welche er 
in seinen Vorlesungen^ vollständig streng zu Ende geführt hat. 
Da aber dieses Problem wenig in Zusammenhang mit dem, was 
wir früher behandelt haben , steht , werde ich die Methode bloss 
skizzieren. Ich möchte nur erwähnen, dass wir den Satz des vo- 
rigen Kapitels in diesem Beweis nötig haben werden, welche Sach- 
lage doch einen gewissen Zusammenhang mit dem Vorhergehenden 
darbietet. 

Da die Lösung der Randaufgabe schon von Picard und Poin- 
carä behandelt worden ist^, möchte ich betonen, dass es sich hier 
nur um einen einfacheren natürlicTieren Beweis der Thatsachen 
handelt, gerade wie der Hilbert^sche Beweis für das Dirichlet*sche 



1) Siehe Darbouz, Theorie des Sarfaces III. Bianchi, Differentialgeometrie 
(deutsch von Lukat). Encycl. der math. Wiss. III, D. 6, 6 (noch nicht erschienen). 

2) Siehe H. A. Schwarz, Gott. Nachr. 1890, p. 216. 
8) J. de Math. (4). 6. (1890) ; (4). 9. 1893 u. s. w. 
4) J. de Math. (5). 4. (1898). 

6) Jahresbericht der Deutschen math. Yer. YIII. 1 (1900) p. 185 et aeq. 

6) Göttingen, 8. S. 1900. 

7) Siehe Fussnoten 8 und 4 oben and J. de Math. (6). 2. (1896) and Acta 
Math. 12 (1889) p. 826. 
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Princip, dessen Andeutung er mit einer solchen Auseinandersetzung 
des Zweckes eingeleitet hat^), 

2) Andeutung der Beweismethode. 

Die Beweismethode ist eigentlich eine Wiederherstellung des 
berühmten Dirichlot'schcn Verfahrens, wobei aber die von Weier- 
strass erkannten Fehlschlüsse durch strenge Beweise ersetzt sind. 

Die notwendige Bedingung dafür, dass das Integral 

einen Minimal wert längs der Fläche e{Xj y) annehmen soll, ist, 
wenn die Fläche analytisch sein soll, die bekannte Lagrange'sche 
Bedingung'), welche für unser Integral folgendermassen lautet: 

2) Je = e', 

also die vorhin behandelte Liouville'sche Gleichung. 

Ist nun eine geschlossene Curve im Räume (bezw. die Rand- 
werte einer Curve in der (x, y)-Ebene) gegeben, so heisst unser 
Problem, eine Lösung der Gleichung 2) zu finden, welche durch 
diese gegebene Raumcurve hindurchgeht, und im Innern überall 
regulär verläuft. Diese Fläche wollen wir nun suchen, indem wir 
den folgenden Gedankengang uns vor Augen halten: 

Man denke sich alle analytischen Flächen, welche durch die 
gegebene Rarmcurve hindurchlaufen. Das Dirichlet'sche Verfahren 
ist nicht anzuwenden, denn es braucht ja zunächst keine Fläche 
zu geben, für welche das Integral / einen Minimalwert besitzt, 
selbst wenn die Integralwerte nicht für alle Flächen unendlich 
gross sind. Dagegen besitzen die Integralwerte, falls sie nicht 
alle unendlich sind, wenigstens eine untere Grenze, die wir 
mit i bezeichnen wollen. 

Suchen wir nun aus der obigen Gesamtheit aller analytischen 
durch die gegebene Raumcurve hindurchlaufenden Flächen eine 
Reihe von Flächen aus: 

deren zugehörige Integralwerte: 

j . 7 . . 7 . 



1) 1. c. p. 185. 

2) Siehe Picard, AcU Math. 12 (1889); Moigno-Liudeloff, Calcul 
des Variations p« 131 ; Kneser, Yariationsrechnimg p. 263 et seq. 
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sich dieser onteren Grenze i nähern. Falls nun die Flächen ^j, 
xr„ . . . , ;Br^, . . . zu gleicher Zeit einei: G-renzfläche £r = 7(a?, y) sich 
nähern, ist eben die Grenzfläche unsere gesuchte Minimalfläche. 

Dies ist nun natürlich nur eine Skizze des eigentlichen Be- 
weises. Es kommen eine Reihe von Schwierigkeiten vor, die wir 
erst nennen und dann zu beseitigen suchen wollen. 

Wir wollen also zunächst insgesamt fünf Schwierigkeiten 
nennen , welche wir im nächsten Paragraphen behandeln werden : 

a) Giebt es überhaupt analytische Flächen durch die gegebene 
Baumcurve, für welche ferner das Integral einen endlichen Wert hat? 

b) Geht die Grenzfläche i' durch die gegebene Raumcurve? 

c) Die ersten Dififerentialquotienten -^, -^ dieser Grenzfläche 

F müssen existieren und stetig sein, sonst hat das Integral keinen 
Sinn, wenigstens nicht ehe wir ihm einen Sinn durch eine beson- 
dere Definition erteilen. 

d) Die Grenzfläche brauchte an sich noch nicht das Integral 
zu einem Minimum zu machen. 

e) Die Randwertaufgabe könnte deshalb doch nicht er- 

ledigt sein, weil die Differentialquotienten -^-j- und -^-^ nicht exi- 
stierten, was aber durchaus nötig ist, wenn die Differentialglei- 
chung befriedigt werden soll. 

3) Behandlung der Schwierigkeiten. 

Es wird in diesem Paragraphen unsere Aufgabe sein, die Be- 
handlung der obigen Schwierigkeiten kurz anzudeuten. Da aber 
der Beweis sich sonst weiter ausdehnen würde, wollen wir zuerst 
einige Einschränkungen machen, welche teils nicht wesentlich sind, 
welche aber den Beweis vereinfachen werden. Es sei also 
vorausgesetzt: 

a) Die Raumcurve soll bestehen aus einer end- 
lichen Anzahl von Stücken von regulären analyti- 
schen Curven (einschliesslich der Endpunkte), welche 
sich an einander stetig (aber möglicherweise mit 
einer sich nicht stetig ändernden Tangente) an- 
sch Hessen. 

ß) Die Projection der Raumcurve auf die (x, 9). 
Ebene (d. h. der Rand) soll eine sich nicht schnei- 
dende geschlossene, ganz im Endlichen liegende 
Curve sein, und die unter a) für die Raumcurve selbst 
vorausgesetzten Eigenschaften besitzen. 
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y) Die Werte der Variabein z^ welche längs des 
in der {x, y)-Ebene liegenden Randes vorgeschrieben 
sind, sollen üb er all endlich stetig and wenigstens 
stückweise analytisch sein, and ferner endliche 
und stetige und wenigstens stückweise analytische 

erste Ableitangen -r— , -zr-i besitzen, d.h. die Kaam- 

^ dx dy ^ ' 

curve soll nicht unendlich steil werden. 

Unter diesen Voraussetzungen werden wir nun die im letzten 
Paragraphen erwähnten Schwierigkeiten a), &), c), d), e) der Reihe 
nach in Betracht ziehen. 

a) Es ist erstens leicht einzusehen, dass Flächen durch die 
Raumcurve gelegt werden können. Wir brauchen z. B. nur einen 
beliebigen Punkt durch Geraden mit jedem Punkt der Randcurve 
zu verbinden, so haben wir eine solche Fläche. 

Existieren aber unter allen durch die Raumcurve hindurch- 
laufenden Flächen irgendwelche, für die das Integral einen Sinn 
(d. h. einen endlichen Wert) besitzt ? Wir behaupten , dass dies 
immer der Fall ist, wenn unsere Bedingungen erfüllt sind. Der 
Beweis besteht nämlich darin, dass das Integral I nie unendlich 
werden kann, falls die im Integranden vorkommenden Functionen 

-r~} -^ 1 ß* endliche stetige stückweise analytische Functionen 

sind. Dagegen aber sind Beispiele leicht anzugeben, wo alle 
Flächen einen unendlichen (d. h. sinnlosen) Integralwert ergeben, 
solche Beispiele genügen aber unsern Voraussetzungen nicht. 

b) Es könnte vorkommen, dass die Grenzfläche nicht durch 
die gegebene Raumcurve hindurchgeht, obwohl alle Flächen der 
Schar, die diese Grenzfläche zur Grenze hat, durch die Raum- 
curve gehen. Um uns diese Möglichkeit klar zu machen, brauchen 
wir nur in der Ebene ein ähnliches Beispiel zu betrachten. Denken 
wir uns also eine Schar von Linien, welche durch zwei feste 
Punkte gehen, und welche einer Geraden sich nähern, ohne dass 
diese Gerade durch die gegebenen Punkte hindurchgeht, wie es oft 
in der Theorie der Fourier'schen Reihen vorkommt. Wenn wir 
aber dafür sorgen, dass die successiven Functionen y, (x), y^ (x), . . ., 
welche die Curven der Schar darstellen, selbst in den festen 
Punkten gleichmässig der Grenzfunction jTC^) sich nähern, 
dann geht die Grenzcurve y = y(x) durch die gegebenen Punkte 
hindurch. Dies können wir erreichen, indem wir durch jeden der 
zwei festen Punkte Linien ziehen, welche mit der Senkrechten zu 
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der Verbindungslinie einen Winkel kleiner als -q- bilden, und 

welche die Curven der Schar nicht überschreiten dürfen. 

Ebenso müssen wir im Räume nur dafür sorgen, dass die 
Functionen jf^ (x), e^ (rc), . . . der Grenzfunction J{x) in der Nähe des 
Randes gleichmässig sich nähern. Dies können wir erreichen, 
indem wir die gegebene Raumcurve mit einer Rinne versehen, 
nach oben und nach unten, deren Tangentialebene mit der Verti- 
calen an jeder Stelle einen Winkel noch so klein, aber immer 
grösser als Null macht, und welche von den Näherungsfunctionen 
^1 (^> y)y ^% {^1 y)y • • • nicht überschritten werden darf. Geometrisch 
ist dies klar und der analytische Beweis ist nicht schwer. Ich 
werde aber den analytischen Beweis an dieser Stelle der Kürze 
halber auslassen. 

Zu diesem Zweck wollen wir nun den Hilbert* sehen Begriff 
der einseitigen Variation angeben. 

Eine Fläche sf{Xy y) soll also Minimal fläche gegenüber 
einseitiger Variation nach oben, bezw. nach unten heissen, 
wenn sie einen kleineren Wert des Integrals liefert, als irgend 
eine Fläche, die ganz auf der oberen, bezw. unteren Seite der ge- 
gebenen Fläche (insoweit wie sie von der gegebenen Fläche über- 
haupt abweicht) liegt. 

Die Bedingung hierfür ist nicht schwer abzuleiten und heisst 
im Falle des obigen Integrals 1 

3) ^;er-c'<0; Je'-e>Q 

für einseitige Variation nach oben, resp. nach unten ^). 

Wir brauchen jetzt nur eine nach oben hin und eine nach 
unten hin einseitige Minimalfläche , deren Steilheitsgrad (d. h. die 
Tangente des Winkels zwischen der Tangentialebene und der Ho- 
rizontalen) am Rande einen gegebenen festen Limes nicht über- 
schreitet, durch die gegebene Raumcurve hindurchzulegen, dann 
haben wir ja unsere Rinne , welche wir haben wollten , innerhalb 
welcher alle in Betracht kommenden Flächen liegen sollen, in der 
Nähe des Randes. Denn wir dürfen jede Fläche ausserhalb 
dieser Rinne, wenigstens in der Nähe des Randes, durch ein Stück 



1) Im Allgemeinen sind die entsprechenden Bedingungen folgende: 
d / dF X , d / dF \ BF ^^ -^ ^ 

^/7^\+ *r/Tär --öF^"' '^P-^^- 






- 65 — 

der Rinne selbst ersetzen, was nur den Wert des Integrals 
verkleinern wird, da die beiden Flächen nach der Con- 
struction der Rinne einseitige Minimalflächen sind. 

Es ist aber nun leicht eine solche Rinne zu constrnieren. Für 
irgend eine nach nnten concave Fläche positiver Krümmnng ist 
nämlich bekanntlich Ag <z 0. Um so mehr ist dann Je — e'^c 0, da 
e' stets positiv ist. Deshalb genügt eine solche Fläche für die 
obere Hälfte der Rinne in der Nähe des Randes. Entsprechend 
brauchen wir für die untere Hälfte nur eine nach oben concave 
Fläche positiver Gauss'scher Krümmung zu nehmen , welche eine 
genügend grosse Krümmung besitzt, da die ganze Raumcurve doch 
im Endlichen liegt und e' nur einen endlichen Wert längs der 
Raumcurve besitzen kann. Uebrigens ist es leicht, im Allge- 
meinen durch die Kowalewski' sehen Sätze eine passende Rinne 
in der Nähe des Randes zu construiren. 

Haben wir nun so eine Rinne construiert und liegen irgend- 
welche der Flächen e^ix^y), ss^ipc, y) ••• d^r oben gewählten Schar 
ausserhalb dieser Yersicherimgsrinne , so ersetzen wir, wie oben 
gesagt, die ausgeschnittenen Flächenstücke durch Stücke der Rinne 
und betrachten nun die so erhaltenen neuen Flächen »^^ (x, y\ 
^si (^1 y) • • • deren Integralwerte I^^ , /,j, . . . resp. jedenfalls nicht 
grosser sind, als die vorhin erhaltenen Werte i^, /,.•.. Die 
Integralwerte /^j, i,j, . . . haben folglich dieselbe Grenze i, denn 
f war doch die untere Grenze aller Integralwerte. Nun aber 
nähern sich die Functionen «^„(ic, y\ ^,1(^,^)7 • • • in der Nähe des 
Randes gleichmässig einer Grenzfunction F (o;, y) , welche folg- 
lich durch die gegebene Raumcurve hindurchgeht. 

Wir haben nun für die gleichmässige Convergenz der Func- 
tionen e gegen eine Grenzfläche in der Nähe des Randes gesorgt. 
Es bleibt aber noch die Frage, ob eine solche gleichmässige Con- 
vergenz im Innern überall statt hat. Es könnte nämlich vorkom- 
men, dass zwei Flächen in noch so kleinen Gebieten weit von ein- 
ander durch Berge und Thäler abweichen, ohne dass ihre zugehö- 
rigen Integralwerte einen grossen Unterschied besitzen. Dieses 
Vorkommniss können wir eben wie vorhin dadurch vermeiden, dass 
wir zeigen, dass wir keine Fläche in Betracht zu ziehen brauchen, 
deren Steilheitsgrad eine gewisse endliche Grenze überschreitet. 
Die auftretenden Berge und Thäler können wir nämlich mit ir- 
gend einer Minimalfläche , gegenüber einseitiger Variation, wieder 
ausschneiden, wie wir vorhin in der Nähe des Randes gethan 
haben. Hier müssen wir aber dafür sorgen, dass die ausschnei- 
dende Fläche überall regulär ist, dagegen darf sie irgend eine 

D 
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Schnittcurve mit der gegebenen Fläche besitzen, nur muss diese 
Schnittcurve ganz im Innern der gegebenen BÄumeurve liegen. 
Nun können wir aber leicht Lösungen der Liouville'schen Grlei- 
chung 2) angeben, welche nach 3) sowohl nach oben, wie nach 
unten gegen einseitige Variation Minimalflächen sind, da die fol- 
gende Transformation (siehe S. 68): 

4) e- = aMi^ 

irgend eine Lösung ^ {Xy y) der Gleichung ^i^ =: in eine Losung 
der Gleichung 2) überführt. Wenn wir z. B. die Ebenen 

n{^i y) = ax + hy+c 
als die Lösung der Gleichung Jifi = Q nehmen, so bekommen wir : 

(aa;+6y+c)V-2(a'+6*) = 
oder 

5) z = log2(a"+6')-21og(aa;+6y+c) 

als eine Lösung der Gleichung 2) was übrigens leicht zu bestä- 
tigen ist. Und nun können wir mit dieser Lösung die ge- 
wünschten Ziele erreichen. 

Da es nun nicht unser Zweck ist, die Einzelheiten alle durch- 
zuführen, werde ich nur den ähnlichen Beweis im Falle der La- 
place'schen Gleichung: 

6) Jri = 
angeben. Hier sind nämlich die Ebenen 

7) nip^i y) =» ax+by+c 

Lösungen der betrachteten Gleichung 6). Wir wollen zeigen wie 
wir es in diesem Falle einrichten können, dass die Flächen der 
Schar (deren Litegralwerte wir betrachten) nie einen grösseren 
Steilheitsgrad als einen gewissen vorgeschriebenen besitzen. Der 
Prozess für die Liouville'sche Gleichung 2) wird ähnlich, ist aber 
nur umständlicher, ohne im Wesentlichen von dem folgenden prin- 
cipiell verschieden zu sein, denn durch Wahl der Constanten a, b, c 
sind die Flächen 6) beliebig flach und beliebig stellbar. 

Der Kürze halber werde ich nun noch eine Einschränkung 
machen, welche aber leicht aufzuheben ist, und welche wir des. 
halb nicht als eine Einschränkung der ganzen Aufgabe, sondern 
nur als eine unwesentliche Vereinfachung auffassen sollen. Es 
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soll nämlich die Projection der Raumcurve auf die (X, Y}- Ebene 
(d. h. der Rand) eine convexe Curve an jeder Stelle sein. Nun 
schneiden alle auf der (Xj Y)-Ebene senkrechten Ebenen diese 
ßaumcurve höchstens in zwei Punkten, und dies wird noch der 
Fall sein bei allen Ebenen, deren (constanter) Steilheitsgrad 
grösser als eine gewisse Zahl, s, ist, denn die Raumcurve sollte 
nirgends unendlich steil sein. Diese Zahl s ist zugleich 
die Steilheitsgrenze, welche die Flächen der Schar 
nicht passieren sollen. Um dies zu beweisen, nehmen wir 
an, es wäre an einer Stelle, P, einer gewissen Fläche, 27, der zu- 
gehörige Steilheitsgrad grösser als s. Wir wollen zeigen, dass 
wir diese Fläche durch eine andere Fläche, 2/, ersetzen können, 
deren Steilheitsgrad an dieser Stelle nicht grösser als Sj und 
deren zugehöriger Integralwert wenigstens nicht grösser ist als 
der Integralwert für die gegebene Fläche, 2J. Zu diesem Zwecke 
denken wir uns die Tangentialebene, E, der Fläche 2J im Punkte 
P. Wenn diese Ebene E die Fläche 2J im Punkte P nicht 
schneidet, so brauchen wir nur die Ebene E ein wenig nach 
Innen parallel mit sich selber , zu verschieben. Die verschobene 
Ebene E' wird dann die Fläche 27 in einer geschlossenen Curve, 
C, schneiden, welche den Punkt P im Inneren enthält. Drehen 
wir nun die Ebene E' , so dass ihre Steilheit geringer wird , in- 
dessen so, dass der Punkt P innerhalb der Schnittcurve C bleibt. 
In dieser Weise können wir es einrichten, dass eine Ebene E', 
deren Steilheitsgrad nicht grösser als s ist, die Fläche 27 in 
einer geschlossenen Curve C schneidet, innerhalb deren der Punkt 
JP sich befindet Denn keine Ebene von einer Steilheit grösser als 
s schneidet die Raumcurve in mehr als zwei Punkten. Nun aber, 
wie oben gesagt, können wir den innerhalb C liegenden Teil der 
Ebene -B" ersetzen, und in dieser Weise eine neue Fläche 27^ er- 
halten, deren Steilheitsgrad nirgends innerhalb G grösser als 5, 
und deren zugehöriger Integralwert nicht grösser als der Inte- 
gralwert für 27 ist. Denn die Ebenen 7) sind (genau wie oben 
für die Liouville'sche Gleichung) Minimalflächen gegenüber ein- 
seitiger Variation, sowohl nach oben, wie auch nach unten, für das 
folgende der Grleichung 6) entsprechende sogenannte Dirichlet'sche 
Integral: 

Wäre dagegen der Schnitt der Fläche 27 mit der in P ge- 
legenen Tangentialebene JE?, eine durch P durchlaufende Curve, 0, 

5* 
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so wäre P ein sattelförmiger Punkt der Fläche 2, da 2J regulär 
analytisch ist, und die Schnittcurve C wäre im Punkte P ver- 
zweigt. Ferner ist diese Curve C wieder auf beiden Seiten ge- 
schlossen innerhalb oder auf der Raumcurve, da die Ebene E die 
Randcurve höchstens in zwei Punkten schneidet. Verschieben wir 
nun die Ebene E parallel mit sich, so wird die Curve G entweder 
in zwei getrennte Teile zerfallen oder sich in eine geschlossene 
einfach zusammenhängende Curve verwandeln, je nachdem die Ver- 
schiebung in der einen oder in der umgekehrten Richtung geschieht. 

Wir wollen die Ebene E parallel mit sich in eine Ebene E' 
so verschieben, dass E die Fläche U in einer einfach zusammen- 
hängenden geschlossenen Curve C schneidet. Ziehen wir nun die 
Normale N zu der Fläche £ im Punkte P, und denken wir diese 
Normale N auf der (ihr senkrechten) Ebene E' fest angeklebt, so 
dass die Ebene E^ und die Normale N sich mit einander starr 
bewegen. Bewegen wir nun die Ebene -E', so dass der Punkt P 
immer auf der Linie N und auf derselben Seite der Ebene E 
liegt. Es ist nun klar, dass wir durch eine solche Bewegung der 
Ebene E eine Ebene E' erhalten können, deren Steilheitsgrad 
nicht grösser als s ist, und deren Schnittcurve mit der Fläche 27 
eine geschlossene Curve G' ist, welche den Punkt P im inneren 
hat. Denn wie früher schneidet die Ebene die ßaumcurve in 
drei Punkten nicht falls ihre Steilheit grösser als s ist. Dann 
dürfen wir wieder gerade wie vorhin den innerhalb C liegenden 
Teil der Fläche £ durch den innerhalb C" liegenden Teil der 
Ebene E' ersetzen. Die so erhaltene neue Fläche 2! wird dann 
im Innern von C" nirgends^ den Steilheiljpgrad s überschreiten, 
wird ferner einen jedenfalls nicht grösseren Integralwert liefern, 
als die gegebene Fläche 2J. 

So können wir in beiden Fällen die gewünschte Fläche 2? er- 
zielen, und damit ist unsere obige Behauptung bewiesen : Die Zahl 
s ist zugleich die Steilheitsgrenze der auszuwählenden Flächen- 
schar. 

Der Beweis für die Liouville'sche Gleichung Jti = c* mittels 
der Flächen 5) lautet nun ähnlicherweise. Ich habe versucht, den 
obigen Beweis so darzustellen, dass die Führung des Beweises 
möglichst leicht und durchsichtlich sein sollte. 

In dieser Weise lässt sich für die alte Schar ^^^(Xj y\ e^^{x, y), 
. . . eine neue auswählen e^^ (aj, y), e^^ (x, y\ . . ,, deren zugehörige 
Integralwerte /„ , /„ , . . , , resp. alle wenigstens nicht grösser als 
die früheren Integralwerte 1^^ , 7,^ , ... sind , sodass % die untere 
Grenze der 7^,, 7„, ... sowohl wie der 7„, 7„, ... ist. Femer 
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ist die neue Schar derart, dass der Steilheitsgrad bei keiner 
Fläche eine gewisse endliche Grenze überschreitet. 

Nehmen wir nun in der {x^ y)-Ebene eine überall dichte aber 
abzählbare Menge von Punkten, etwa die rationalen Punkte, inner- 
halb des Randes. Suchen wir nun aus der Schar 0^^ (x^ y), ^er,, (x, y) 
. . . eine derartige Schar xrj,(a;, y), e„{x, y\ ... aus, dass die neuen 
Functionen e^^^ jg„, . . ., in allen Puncten der Menge gegen eine 
Grenzfunktion convergieren. Dieses Resultat können wir erzielen, 
indem wir erst eine Schar aussuchen, welche im Punkte (a, b) 
convergiert, dann aus dieser Schar noch eine Schar, die in einem 
anderen Punkte (a', b') convergiert , u. s. w. bis wir alle Punkte 
der abzählbaren Menge erreicht haben. Schliesslich erhalten 
wir die Schar £r„, js„, ..., welche in allen Punkten der Menge 
convergiert. Dann convergieren die Functionen ^er,,, 
^„, ... nicht nur in den Punkten der Schar, sondern 
in allen Punkten innerhalb des Randes, und zwar 
wird die Convergenz eine gleichmässige und die 
Grenzfläche eine stetige Fläche sein*). 

c) und d). Wir haben nun eine Schar von Flächen, die wir 
wieder a^ (ar, y\ 0^ {x, y), ... nennen werden , deren Integralwerte 
^11 1% y ••• g^g^ii * convergieren, und welche selber gleich- 
massig gegen eine stetige Grenzfläche J(x^ y) convergieren, die 
selber durch die gegebene Raumcurve geht. Noch ist zu be- 
zweifeln, c) ob das Integral einen Sinn für diese Grenzfläche 
hat, und ferner, d) ob der etwaige Wert des Integrals für diese 
Fläche in der That den Grenzwert i besitzt. 

Die zwei Schwierigkeiten wollen wir nun dadurch beseitigen, 
dass wir den Wert des Integrals für irgend eine stetige Fläche 
definieren. Es sei die gegebene, nicht notwendig differentiierbare 
Fläche irgendwie in eine beliebige endliche Anzahl von Teilen ge- 
teilt. Denken wir uns nun alle analytischen Flächen con- 
struiert, die wenigstens in einem Punkte eines jeden Teils mit 
der gegebenen Fläche zusammenfallen. Es sei die untere Grenze 
der Integralwerte für alle solchen Flächen mit A^ bezeichnet. 
Nun teilen wir jeden Teil wieder, und bezeichnen den neuen Grenz- 
wert der Integralwerte mit -4,. Fahren wir nun so fort, bis wir 
eine Reihe von solchen unteren Grenzen J., , ^, , ... haben. Es 
sei indessen die Teilung so gemacht, dass der Inhalt eines jeden 
Teils gegen Null convergiert. Die Grenzen aller -4's wollen wir 



1) Siehe Townsend, Dias., Qöttingen 1900. 
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den Wert des Integrals für die gegebene Fläche 
nennen^). 

Nach dieser Definition ist es sofort klar, dass unsere Fläche 
F in der That Minimalfläche ist, da die untere Grenze der Inte- 
gralwerte gerade i ist für alle analytischen Flächen, und unsere 
Fläche würde gerade den Integralwert i besitzen nach unserer 
Definition, Ist übrigens unsere Fläche differentiierbar, so stimmt 
unsere Definition des Integral wer ts mit der gewohnlichen überein*). 
Unsere Fläche ist also in diesem Sinne wirklich die 
gesuchte Minimalfläche. 

e) Nun haben wir gezeigt , dass das Variationsproblem eine 
stetige Lösung hat. Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die 
Fläche in der That eine Lösung der Gleichung 2) ist. Dies folgt 
aber, wenn wir nur zeigen können, dass die erhaltene Minimal- 
fläche eine analytische Fläche ist, denn wir wissen, dass alle 
analytischen Minimalflächen notwendigerweise die Gleichung 
2) erfüllen. 

Zu diesem Zwecke können wir zwei verschiedene Wege ein- 
schlagen. Der erste geht von der Integralform der La- 
grange'schen notwendigen Bedingung aus, und bedarf keiner 
neuen Annahmen. Der zweite ist leichter anzudeuten, da- 
gegen ist es für diese zweite Methode nötig, anzunehmen, dass 
die Randaufgabe für den Kreis für irgend welche stetige Rand- 
belegungen schon gelöst worden ist. Soviel können wir etwa aus 
den oben citierten Picard*schen Beweisen annehmen. Dann wissen 
wir übrigens aus dem letzten Kapitel, dass diese angenommenen 
Lösungen der Kreisrandaufgabe für die Gleichung 2) überall inner- 
halb des Kreises analytisch sind. Errichten wir nun irgend 
zwei Kreiscylinder auf zwei sich schneidenden innerhalb des ge- 
gebenen Randes liegenden Kreisen und lösen wir die Randaufgabe 
für die Raumcurven, welche diese Cy linder aus unserer Minimal- 
fläche ausschneiden, so ist es möglich zu beweisen, indem die 
neu erhaltenen Flächen ebensogut Minimalflächen sind, wie die 
alte, dass die alte Minimalfläche mit den neuen analytischen 
Flächen innerhalb der Kreise zusammenfällt. In dieser Weise, 
nach wiederholten Anwendungen des obigen Prozesses, ist es 



1) Diese Definition gilt im Allgemeinen, also auch für den Flächenin- 
halt. Aehnlicherweise können wir eine Definition eines einfachen Integrales, 
z. B. der Gurvenlänge, für eine beliebige stetige Curve angeben. 

2) Dies kann durch den Weierstrass'schen Satz über die Darstellung einer 
beliebigen stetigen Function bewiesen werden. 
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klar, dass die oben erhaltene Minimalfläche thatsächlich überall 
innerhalb des Randes analytisch ist. Folglich ist, wie 
wir oben gesehen haben, die Function J{x^ y) eine Lö- 
sung der Gleichung 2), welche längs des Randes die 
vorgeschriebenen Randwerte annimmt. 

Nun aber können keine zwei stetige Functionen existieren, 
welche der Gleichung 2) genügen und längs des Randes dieselben 
oben vorgeschriebenen Randwerte annehmen, denn e" ist doch 
immer positiv. Der Beweis dieser Behauptung besteht darin, 
dass wir zeigen, dass die Differenz der zwei Functionen am 
Rande überall Null sein und übrigens der Gleichung 

Jz = f{x, y)z 

genügen müsste, wo f stets positiv ist. (Siehe voriges Kapitel), 
Folglich muss diese Dijfferenz identisch verschwinden, nach 
Picard, Bd. H. p. 23—25. 

Folglich dürfen wir sagen: Es giebt eine und nur eine 
Function z{Xy y), welche längs eines beliebig gege- 
benen geschlossenen Randes beliebig vorgeschrie- 
bene Randwerte annimmt und welche die Gleichung 
2) erfüllt, und diese Function ist analytisch im 
ganzen Innern des gegebenen Randes. 

Das obige ist aber natürlich, wie im Voraus gesagt, nur eine 
Skizze des vollständigen Beweises. 

4) Behauptungen für andere Gleichungen. 

Dem Vorgang des Herrn Prof, Hubert folgend, möchte ich 
nun folgende Behauptungen aufstellen, welche ich aber nur teil- 
weise zum vollständigen Beweis durchführen kann. 

Es sei also gegeben ein Variationsproblem, nämlich das fol- 
gende Integral: 

zu einem Minimum zu machen. Es sei femer die ihm zugehörige 
Lagrange'sche Gleichung 



2) 




dF 



dy l da \ dz 



\ dy 
gegeben. 

Es sei nun eine Raumcurve gegeben, welche die im vorigen 
Paragraphen definierten regulären Randbedingungen befriedigt. 
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Und ferner sei das Yariationsproblem für das Innere dieser Banm- 
corve ein regoläres Problem ^) d. h. 



d'F d*F r d*F -y ^ 



-, d'F d*F r d*F 

6) 

d 



für alle Werte von z^ -^, -^, und für diejenigen Werte von 

X, y innerhalb der Projection der Raomcnrve auf die (a?, y)-Ebene, 
und ferner F in seinen sämtlichen Argumenten eine analytische 
Function. Dann sind die folgenden Behauptungen wahrscheinlich 
stichhaltig : 

1) Das der Rand aufgäbe entsprechende Yariations- 
problem hat stets eine und nur eine Lösung, welche 
stetig in x und y ist. 

2) Diese Lösung z = ß{x^ y) des regulären Varia- 
tionsproblems ist analytisch in x und y; und befrie- 
digt deshalb die partielle Lagrange'sche (d.h. die 
gegebene Differentialgleichung 2). 

3) Die Randwertaufgabe hat mindestens eine (im Allge- 
meinen durchaus nicht nur eine) Lösung, nämlich die eben ge- 
fundene Function ^^(a;, y), und diese Lösung ist analytisch. 

Erstens sehen wir, dass unser obiges Problem (61. 1) § 2) ein 
reguläres war, da 

d^F d^F r dF - . ^ 

= 4 >0 






ist; und ferner haben wir gesehen, dass die obigen Behauptungen 
alle bestätigt waren. Wir fanden aber, dass die Lösungen der 
Randaufgaben doch in unserm Beispiel eindeutig waren, wel- 
ches Vorkommniss von einer besonderen Eigenschaft der Grleichung 
veranlasst wurde. 

Uebrigens sind in den obigen Behauptungen die Randwertauf- 
gaben und die Yariationsprobleme immer streng auseinander zu 
halten. Es wird zwar behauptet, dass die Lösungen der regu- 
lären Variationsprobleme eindeutig sind, dagegen im Allgemeinen 
nicht, dass die Lösungen der Randaufgaben eindeutig sind. Es 
könnte nämlich vorkommen, gerade wie im Falle der geodätischen 

1) Siehe Hubert, Vortrag, Con^r^s iot. des math. Paris 1900; oder Re- 
somd desselben, L'enseignement math. (2). 6. 1900, p. 853. 
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Linien (bei einfachen Integralen) dass die Randweriaafgabe, d. h. 
die Differentialgleichnng, mehrere Losongen besitzt, während das 
Variationsproblem nnr eine einzige besitzt*). 

Ferner kann es bei irregulären Randbedingungen vorkommen, 
dass das Variationsproblem keine Lösang, dagegen die Bandauf- 
gabe doch eine sogar analytische Lösung besitzt , wie z. B. das 
folgende Beispiel zeigt: Das Integral 



=fmhm>^ 



soll zu einem Minimum gebracht werden durch eine Fläche, die 
durch die Raumcurve hindurchgeht, welche von der Belegung des 
Halbkreises durch die Punkte (0, 0), (0, i), (J, 0), (0, -J) mit dem 

reellen Bestandteil der Function ^og (x+iy)^ entsteht. Es kann 
gezeigt werden, dass das Variationsproblem keine Lösung in 
diesem Fall besitzt, denn alle Flächen durch die Raumcurve lie- 
fern uns einen unendlichen Wert des Integrals. Die Randbedin- 
gungen sind aber eben nicht regulär, denn die Raumcurve hat im 
Punkte (0, 0) eine Spitze, sodass unsere Behauptungen doch nicht 
durch dieses Beispiel widerlegt werden. Dagegen hat wohl die 
Randaufgabe eine im Innern überall analytische Lösung. 



Schluöö. 

Zum Schluss möchte ich die beantworteten , bezw. noch zu 
beantwortenden Fragen, welche wir behandelt haben, kurz resü- 
mieren, und zwar werde ich von drei besonderen Problemklassen 
sprechen: a) den Kowalewski'schen Eindeutigkeitsfragen; b) dem 
analjrtischen Cbaracter der Lösungen von elliptischen Differential- 
gleichungen; c) den Randaufgaben und den Variationsproblemen. 

a) Wir haben in den obigen Kapiteln die Kowalewski'sche 



1) Für geodätische Linien dentet H i 1 b e r t , Jahresbericht der Dentschen 
math. Ver. VIII. 1. (1900) p. 185, den Beweis an, dass es nur eine geodätische 
Linie giebt zwischen irgend zwei gegebenen Punkten einer gegebenen regulären 
Fläche. Die Ausführungen sind den obigen Entwickelnngen ähnlich. 
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Eindeutigkeitsfrage erledigt, für irgend eine gewohnliche Diffe- 
rentialgleichung, oder irgend ein System von gewöhnlichen Glei- 
chungen erster Ordnung; für irgend eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung, oder (Fussnote 5 p. 29), für besondere 
Systeme derselben; für irgend eine partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung des hyperbolischen Typus; für irgend eine li- 
neare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung des ellip- 
tischen Typus ; für irgend eine Gleichung der Form 

Jz = F{x, y, z) 

und für gewisse Differentialgleichungen höherer Ordnung. (Fuss- 
note 5 p. 29). Es bleiben noch einige Gleichungen zweiter Ord- 
nung (insbesondere des parabolischen Typus) zahlreiche höherer 
Ordnung sowohl wie Systeme, für welche die Frage noch nicht 
erledigt ist. Man könnte aber behaupten, dass die 
analytische Kowale wski' sehe Lösung irgend einer 
in kanonischer Form schreibbaren partiellen Dif- 
ferentialgleichung (bezw. eines Systemes von Gleichungen 
erster Ordnung) die einzige stetige Lösung ist, welche 
den analytischen Kowale wski'schen Anfangsbedin- 
gungen genügt. 

b) Es kommt nun zweitens die Frage, ob nicht gewisse Glei- 
chungen lauter analytische Lösungen haben. Wir haben gezeigt, 
dass dieser Fall bei linearen Gleichungen zweiter Ordnung des 
elliptischen Typus und bei der Gleichung Ju = 6* vorkommt, 
und dass er bei keiner partiellen Gleichung erster Ordnung auf- 
treten kann. Es wäre also noch die Behauptung p. 47 für alle 
nicht-linearen Gleichungen zweiter Ordnung des elliptischen Typus 
zu beweisen. 

c) Hiermit hängt, wie oben erwähnt, die Lösung der allge- 
meinen Randwertaufgabe und des entsprechenden Variationspro- 
blems zusammen. Diese Lösung habe ich für die Gleichung 
Jm, = e^ in dem letzten Kapitel angedeutet, und der Gedanken- 
gang für die Gleichung Ju = ist auch dort im Wesentlichen 
mit einbegriffen. Es handelt sich hier noch darum, die auf Seite 
72 aufgestellten Hilbert'schen Behauptungen nach dem Verfahren, 
welches wir im letzten Kapitel angedeutet haben, für andere Glei- 
chungen, möglicherweise für alle Gleichungen streng durchzu- 
führen. 

Es könnte auch noch die obige Methode für die Gleichung 
Ju = e" weiter untersucht werden, und möglicherweise das Fun- 
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damentalproblem der automorphen Functionen, d.h. das Funda- 
mentalproblem der Unif ormisierung der algebra- 
ischen Curven in ihrer vollständigen Allgemein- 
heit^) erledigt werden, was wohl noch niemand selbst durch die 
Methoden von Picard und Poincarö gelungen ist. 



1) Siehe Hubert, Pariser Vortrag 1. c. ; und auch eine dort versprochene 
Abhandlung, Qött. Nachr. 1900. 
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